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2. Hiperstatik Sistemler
2 HIPERSTATIK SISTEMLERIN HESAP YONTEMLERI

2.1 GIRIS
Hiperstatik sistemlerin  gdziimiinde izostatik  sistemnlere gore asafida
belirtilen iki dnemli fark vardar.

1. Hiperstatik sistemlerin ¢oziimiinde sistemi tegkil eden elemanlarin sadece
geometrisi defiil aym zamanda Elastisite modiilii, Kayma modiilii v.b gibi elastik
5zellikleri, alan ve atalet momenti gibi enkesit Gzelliklerinin de bilinmesi gerekar.
Bu vyiizden baglangigta belirlenen cubuk boyutlanmin goziimleme sonucunda
degistirilmesi ve hesabmn tekrar yapilmas1 ve hatta bu islemlerin birkag kez
telkrarlanmas1 gerckebilir.

2. Genelde, hiperstatik sistem elemanlarmda sadece kuvvet tirl yiiklerden
degil, sicaklik defisimi, mesnet hareketleri, yapim hatalan v.b gibi difer
etkenlerden de ic kuvvetler meydana gelir. Bilindigi gibi, sayilan bu diger etkaler
izostatik sistem elemanlarmda sadece sekil degistirme meydana getirir, i¢ kuvvet
meydana getirmez. Bu durumda &nce sistemin labil, izostatik ve hiperstatik olup
olmadifn belirlenir.
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Hiperstatik bilinmeyen statik biiyiiklilk olarak kuvvet veya yer deﬁigthmei
secilebilir. Bilinmeyenleri kuvvet olarak segilen hesap yontemine kl:_l:wet yontemi
denir. Bilinmeyenleri yer degistirme olarak secilen hr:sapu ydntemine yer
degistirme yiintemi denir. Dogrusal yer d::gistinnglt_:r acilara bagh olarak 151::-1 1?[‘;1{1-:
edilebildiginden tiim bilinmeyenler agt olarak segilir. Bu nedenle yer degistirme
yontemine genel olarak ag1 yontemi denir.
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2.1.1 Kullamilan Sartlar

Hiperstatik sistemlerin céziimiinde:

1. Denge ve mafsal sartlan

2. Mesnet sartlan

3. Geometrik uygunluk ve siireklilik sartlan
gozoniine alnir. Asafida bu sartlann ¢Oziimlemede nasil goz Gniine alinacag
belirtilmistir,

2.1.1.1.Denge ve Mafsal Sartlan

Sistemin dengede oldufunu belirten sartlardir. Diizlem cubuk sistemlerde
sistemin dengede olabilmesi icin iic denge sartimin saglanmasi gerekir. Bunlarin
neler oldufu daha &nce detayli olarak aciklanmigtir, Sistemde mafsallarn
bulunmasi durumunda mafsalin sekline bagh olarak her mafsal icin bir de mafsal
gartl yazilabilir. Ornefin moment mafsalinda o kesitte momentin sifir olmas: sarti

gibi,
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2.1.1.2 Mesnet Sartlar

Ihf:lesqet sartlan genel olarak simir gartlart olarak tammmlamir, Bu sartlarin
mesnedin cinsine gore neler oldugu Bélim 1.2.7.1 de verilmistir. Asafida yayemn
kullamilan bazi mesnetler icin ézet olarak tekrar edilmuistir, }

— Ankastre mesnet icin Ap=0, Au=0, Av=0 3 sart

iy Sabit mesnet i¢in Ap=0, Au=0, Av=0 2 sart
A  Hareketli mesneticin Ap=0, Au=0. Av=0 | sart
b=

Sekil 2.3.1 Mesnet sartlar
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2.1.1.3-Sistemin Geometrik Uygunluk Sart

Bunlar sistemin geometrisi ile ilgili olan sartlardir, Sistermnde herhangi - bir
gubuk elemamn bir kesitinin sol ve saf tarafimin bir birin

gore dinmez, dtelenmez ve cikmez. Diger bir anlatimla

olur,

Ap=0, Au=0

ve Av=0
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Sekil 2.3.2 Geometrik nygunluk sartlan

(a) Cubuk eleman

(b) Kesitin saf ve solu bir birine
pire eksenel dojirultuda hareket
etmez Au=10

(c) Kesitin saji ve solu bir birine
gire gubuk eksenine dik dogrul -
tuda hareket ctmez Av =10

(d) Kesitin saff1 ve solu bir birine
gire dinmez Agp =0

: | e gire dinmesi Ag,
r::ks&lnr::l dngmlludakj yer degistirmesi Au ve eksene dik dogrultudaki ver degistir-
mesi Av ile ghsterilirse o kesitte siireklilikten dolay: kesitin iki tarafi bir birine
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- 2.2 STATIK OLARAK BELIRSIZ (HIPERSTATIK)
SISTEMLER

Toplam mesnet tepkileri ve i¢ kuvvetleri bagimsiz statik denge sartlanndan
fazla olan sistemlere hiperstatik sistemler denir. Mesnetleri denge esitlikleri ile
belirlenebilen i¢ kuvvetleri belirlenemeyen sistemlere icten hiperstatik sistemler
denir. Statik denge i¢in yazilabilen esitlik sayisindan fazla olan i¢ kuvvet ve mesnet
tepkisi sayisina hiperstatiklik derecesi denir.

Bilinmeyen deger olarak i¢ kuvvet ve mesnet tepkisi yerine yer degistirmeler
(agisal ve dogrusal yer defistirmeler) de segilebilir. Bir sistemin diigiim
noktalarinda serbest kalan toplam yer degistirme sayisina o sistemin serbestlik
derecesi denir.
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2.2.1.Sistemlerin Hiperstatiklik Derecesi
2.2.1.1 Dolu Govdeli Sistemler

Rijit diigiim noktasi, birlesimindeki bir elemandan digerine kuvvet wve
moment aktarabilen diigiim noktasidir,

Rijit digiim noktalarindan olusan rijit bir ¢ergeve statik denge durumunda
ise onu meydana getiren her bir gubuk ve diigiim noktasi da statik denge
durumundadir. Bu durumda gubuk sayisi ¢ ve mesnetler dihil diigiim noktas: sayisi
d ile gosterilirse toplam statik denge sayist

ng = 3¢ +3d (2.2.1)

yazilir. Sistemdeki her ¢ubugun her ucunda 3 olmak iizere toplam 6 i¢ kuvvet ve
sistemdeki tiim mesnetlerde n, sayida mesnet tepkisi oldugundan sistemdeki
kuvvet sayisi

ny = 6¢ +n; (2.2.2)
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Buna gdre bilinmeyen kuvvet sayis

1= I - Ny {2.1.3_}

olur. (2.2.3) esitlifinde ny ve ng'nin (2.2.1) ve (2.2.2) esitliklerindeki degerleri
yerlerine konularak

n=6¢+n,-3¢-3d
ve gerekli sadelestirme yapilarak
n=3(¢-d)+n (2.2.4)

olarak bulunur. Eger sistemde ny, sayida dzel mafsal sart: varsa bunlarin her bin ile
hir denge sarti yazilabileceginden bilinmeyen kuvvet sayisi

n =3(E—d}+“r" My, {115}
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Burada n bilinmeyen kuvvet sayisina sistemin hiperstatiklik derecesi denir.
n = () ise sistem izostatiktir.
n < 0 ise sistem geometrik olarak stabil degildir (labil, oynaktir).

n > 0 ise sistem n inci dereceden hiperstatiktir.

Ornek 2.2.1
Sekil 2.2.1a da verilen sistemin hiperstatiklik derecesini hesaplayimz.
b 10

8
] 2 3 J 4 Sekil 2.2.1a
(o T [ o s
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Ornek 2.2.2
Sekil 2.2.1b de verilen sistemin hiperstatiklik derecesini hesaplayinz.

4 5 6
0 0 ﬂ
- eomar

.1/ ¥

Sekil 2.2.1b
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1,2.1.2 Kafes Sistemler

Rafes sistemlerde diifiim noktalann mafsalli oldugundan her digi
r di
noktasinda 2 denge sart: yazlabilir. Buna gore denge denklemi sayis: =

Ny =2d (2.2.6)

ﬂlur.u Kafes slistlemdelr_i her gubukta efilme momenti ve kesme kuvveti sifir
uldu_gl_mdanublr 1¢ kuvvet vardir ve sistemdeki tiim mesnetlerde n, sayida mesnet
tepkisi oldugundan sistemdeki kuvvet sayisi

W=g o, (2.2.7)

dir. Bmlm gore bilinmeyen kuvvet sayisi, diger bir anlatimla sistermin hiperstatiklilk
derecesi

I =Ny — Ny {EEE]I

}’ﬂz_lfhr ve burada ny ve ng'nin sirayla (2.2.6) ve (2.2.7) esitliklerindeki dederler;
yverine kKonularak I

B=¢+n,-2d (2.2.9)

olarak bulunur,
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Ornek 2.2.3

_ Sekil 2.22a’da  verilen kafes
sistemin hiperstatiklik derecesini he-
saplayinmiz,

Sekil 2.2.2a

Ornek 2.2.4

Sekil 2.2.2b

Sekil 2.2.2.b’de verilen kafessistemin hiperstatiklik derecesini hesaplayi-
nIZ.
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Ornek 2.2.5

Sekil 2.2.2.c de verilen kafes sistemin hiperstatiklik derecesin hesaplayimz.

Sekil 2.2.2¢
2.2.2 Sistemlerin Serbestlik Dereceleri

Diizlem cerceve sistemlerin her diifiim noktasinda 8 donme agisi {am_sa% ver
deistirme) ve &, ve &, yer degigtirmeleri olmak tizere ug¢ yer degistirme
bulunmaktadir, Bernoulli hipotezi gerefince bir diifiim noktasmda birlesen
cubuklarin her birinin dénme agis1 ayni olup, o da diigiim noktasimnin diinme agisina
esittir.
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Fekil 2.2.3 Sisternlerin yer degistirmeleri

Ornegin Sekil 2.2.3b’de I diigiim noktasinda
=ty = 6 (2.2.10)

dir. Bu bakimdan rijit bir diigiim noktasinda kag gubuk birlesirse birlessin o diigiim
noktasinda bir dénme acisi bulunmaktadir. Bilindigi gibi ankastre mesnedin
serbestlik derecesi sifir, mafsalli basit mesnedin serbestlik derecesi bir (donme
agis1) ve mafsalli kayici mesnedin serbestlik derecesi iki'dir (donme acgis1 ve
hareket dogrultusundaki yer degistirme) . Bir sistemde diigiim noktalarinda serbest
kalan yer degistirme (agisal ve dogrusal) sayisina o sistemin serbestlik derecesi
denir.
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1 3 KUVVET YONTEMI

EERENRENEE
A EI BA
- : -
i—LLi ‘ ; { ‘ * ‘ J (b) B ucundaki diisey mesnet baf

T e ag kaldirilarak izostatik hale getirilen

(a) 1.dereceden hiperstatik sistem

sistem
/ E{ (¢) Mesnet bagimin kaldinldifi yerde
—— — 2y bozulan mesnet bagi dogrultusunda
kuvvet uygulanan sistem
Xp

é:’{ l l L “ l ' l L1 (d JEsdeger sistem

Xs
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1 3 KUVVET YONTEMI

2.3.1-Giris

) |
.

ISEEEEERERE

Sekal 2.3.1

(e) Izostatik esas sistem ve hiperstatik
bilinmeyen kuvvet

(f) Sifir Yiiklemesi

(g) M, efilme momenti diyagram
(h) Birim Yikleme

(1) M, eftilme momentl diyagrami
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Sekil 2.3.1a’da verilen sistem 1. dereceden hiperstatik bir sistemdir. By
sistemin B mesnedindeki diisey mesnet bagin kaldwirirsak sistem Sekil 2.3.1bde
olduu gibi izostatik bir sistem haline gelir ve sistemin B ucundaki mesnet sart
bozulmus oldugundan diisey dogrultuda Opo kadar yer degistirir. Sekil 2.3.1d’de
oldugu gibi bu yer degistirmeyi énleyecek sekilde Xy kuvveti uygulanirsa gergek
sistemdeki i¢ kuvvetler ve yer degistirmeler ile bu sistemdeki ic kuvvetler ve yer
degistirmeler ayni olur. Buna esdeger sistem de denir. Sekil 2.3.1¢"de goriildiigii
gibi Xy kuvvetinden dolay1 B mesnedindeki diisey yer degistirme 8, kadar olur.

B mesnedindeki diisey yer degistirme
05 =8so+8gs  olur. (2.3.1)
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Gergek sistemde B ucundaki diisey yer degistimne §; =0 oldugundan bu

mesnet garti geredi
Op =8yg +0855 =0 (2.3.2)
yazilir. Burada B ucunda dig yiikten meydana gelen yer degistirme 85, =8, ve
Xg= 1 birim yiikten meydana gelen yer degistirmeyi &, ile gosterirsek Xx den
meydana gelen 6,5 degeri Xy 8,, olur. Bu deger (2.3.2) egliginde yerine konulursa
Oy =0y + Xpby =0 (2.3.3)

elde edilir. Buna yer degistirmelerin siperpozisyonu veya siireklilik csitligi
denir, Bu egitlikte 8., ve 8,, degerleri herhangi bir yontemle bulunarak Xg
hiperstatik  bilinmeyen kuvveti hesaplanir.
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Burada bu degerleri virtilel is
esitliklerinden yararlanarak hesaplayalim. Bunun i¢in izostatik hale getirilen
izostatik esas sistem Once esas sisteme etkiyen yiiklerle yiilklenir (Sekil 2.3.1). Bu
vuklemeye sifir yiiklemesi denir. Bu yiklemeden meydana gelen M, (Sekil
23.1.g), Vy ve N, kesit tesirleri hesaplamr. Sonra izostatik esas sistem Xp'nin
tatbik noktasinda ve dogrultusunda Xz=1 birimlik yiikle yiiklenir (Sekil 2.3.1h). Bu
yilklemeye birim yiikleme denir. Bu birim yiklemeden meydana gelen M, (Sekil
23.11), V,, N; kesit tesirleri diyagramlan c¢izilir. Burada sadece M edilme
momentinin  etkileri  dikkate almacagindan kesme kuvveti diyagramlan
¢izilmemistir. Normal kuvvetin degeri de zaten sifirdir. Bilindigi gibi izostatik esas
sistemde B ucunda sifir yitklemesinden meydana gelen 5,,0 yer degistirmesi

dx

Suo = | MM, — (2.3.4)

ve B ucunda Xp= 1 yilklemesinden meydana gelen O,, yer degistirmesi

dx a2 8 iinde hesaplanir.
8b1=j‘M!Ml-Ei-—le EI ¥
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2.3.2 Yontemin Genel Esaslari

Bilindigi gibi n.inci dereceden hiperstatik bir sistemde bilinmeyen kuvvet
sayist n tanedir. Kuvvet yonteminde bu bilinmeyenlerin hepsi kesme kuwvveti,
egilme momenti, normal kuvvet ve mesnet tepkileri gibi kuvvet olarak segilir. Bun
tane kuvveti bulmak icin denge ve mafsal gartlarindan bagka n tanc daha egitlige
ihtivag vardir. Bu esitlikler de bilinmeyen olarak secilen kuvvetlerin uygulandigt
yerlerdeki n tane siireklilik ve mesnel sartindan elde edilir.

linci dereceden hiperstatik bir sistem igin yontemin esasi yukarida aciklan-
mustir, Simdi bunlan genel olarak agagidaki Grnekle aciklayalim.
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Sekil 2.3.2a’da verilen 3. dereceden hiperstatik olan sistem, C ve D kesitle-
rinde iki mafsal konularak ve B mesnedinde bir mesnet bag kaldinlarak izostatik
hale getirilir (Sekil 2.3.2b). Bu durumda C ve D kesitlerinde siireklilik sartlar ve B
mesnedinde de mesnet sarti bozulmugtur. Diger bir anlatimia C ve D kesitlerinde
mafsallarm iki tarafindaki kesitler bir birlerine gore ve B mesnedinde de gubuk ik
konumuna gore donebilmektedir.

JP '
C i
D
B D

n=3

o - Al B-&,

(2) 3.dercceden hiperstatik sistem (b) Hiperstatiklik derecesi kadar siireklilik
baf kaldinlarak izostatik hale gelen sistem

Sekil 2.3.2

Izostatik hale doniigtiiriilen sistemde artik kesit tesirleri ve mesnet tepkileri

denge ve mafsal sartlanndan ve biitiin yver degisti 5
vontemlerden biri ile hesanlanabhilir yer degistirmeler de daha nce agiklanan
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(c) baglan kaldinlan sistemde bu

X g' lp % X5
baglaria ilgili yer dedistirmeleri

%X dnleyen kuvvetler (esdeder sistem)
3

Sekil 2.3.2

Bozulan siireklilik ve mesnet sartlarim tekrar eski haline getirebilmek i¢in
izosatik sistemi olustururken konulan mafsalla ve kaldirilan mesnet bagn ile ilgili
kuvvetler bunlarnn bulundugu yerde ve dogrultuda uygulamr (Sekil 2.3.2¢) . Sekil
2.3.2"deki 6rnekte C ve D kesitlerine Xy ve X; kuvvet ¢iftleri ve B mesnedinde X3
mesnet momenti uygulanir. Baslangigta bu degerler bilinmemekle birlikte gergekte
bunlar o kesitlerde meydana gelecek egilme momentleri ve mesnet momentleridir.
Sekil 2.3.2a posterilen sistemle Sekil 2.3.2¢'de gésterilen sistemin biitiin statik
biiyiikliikleri aynidir. Diger bir anlatimla Sekil 2.3.2¢’deki sistem gercek sistemin
egdegeridir.
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Gercek sistemde X tatbik noktasi ve dogrultusunc!aki yer q?gisﬁr@e
8,, Xy'nin tatbik noktas: ve dogrultusundaki yer degigtirme bz. ve X;,‘un 'tatblk
noktasi ve dogrultusundaki yer degistirmeyi 8, ile gosterelim. Hiperstatik sistem-
deki siireklilik sartlarmin saglanabilmesi igin 8; =0, 8, =0 ve 8, =0 olmas: ge-

rekir. &,,8, ve 8, yer degistirmeleri sisterndeki dig karvvetlere ve X; degerlerine
bail olarak yazilarak 3 esitlik elde edilir ve bu esitliklerin ;ti‘zijmﬁnden de
bilinmeyen X; degerleri hesaplamir. Asafida yontemde kullanilan terimler ayr ayr
tanmmlanmis ve incelenmigtir.
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2.3.2.1 izostatik Esas Sistem

Hiperstatik sistemde uygun yerlere mafsal konularak veya mesnet baglari
kaldirilarak izostatik hale getirilen yiiksiiz sisteme izostatik esas sistem denir. Bir
hiperstatik sistem igin ¢ok sayida izostatik esas sistem secilebilir. Amag az iglemi
gerektiren uygun kesit tesiri diyagram elde edilecek sistemi segmektir. Sekil
7.3.2a°daki sistem icin Sekil 2.3.3’de degisik izostatik esas sistemler gdsterilmistir.

A
=9

Sekil 2.3.2 (a) 3.dereceden hiperstatik sistem
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N1

yxn Sekil 2.3.3a

X,

Sekil 2.3.3¢

N

b2

Sekil 3.2.3 Aym sistem igin degisik izostatik esas sistemlier
ve hiperstatik bilinmeyen kuvvetler

s
\,f x, Sekil23.3b
X2
<
M/
Sekil 2.3.3d X3
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4

Z
{A} ; gl ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘B%&, (a) 1.dereceden hiperstatik sistem
- ! ]

e (¢) Izostatik esas sistem ve hiperstatik
bilinmeyen kuvvet
Xp

2.3.2.2 Hiperstatik Bilinmeyen Kuvvet

Hiperstatik sistemi izostatik hale getirmek i¢in kaldirilan baglarla ilgili kesit
tesirleri veya mesnet tepkilerine hiperstatik bilinmeyen kuvvetler denir. Bunlar
genel olarak X ve a, b,. gibi harflerle veya 1,2,. gibi sayisal alt indislerle gostenlir,
Sistemin hiperstatiklik derecesi kadar hiperstatik bilinmeyen kuvvet vardir.
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2.3.2.3 Sifir Yiiklemesi

izostatik esas sistemnin sadece yiiklerle (kuvvet tiirii yuik, sncgkhl? degisimi,
mesnet hareketleri v.b) yiiklii olmas) durumuna sifir yiiklemesi denir. Sistemde ne

szdar yﬁl:: ¢esidi varsa her bir yiik i¢in aym bir sifir yiklemesi yapilir, Sifir
yiiklemesinden meydana gelen statik biiyiiklikier 0 alt indisi ile gostenlir. Mesnet
tepkileri Ry, Ryo, My, kesit tesirleri My, Ny, V, ve yer degistirmeler &, seklinde

gﬁgteri!ir. Sifir yiiklemesinden meydana gelen mesnet tepkileri hesaplanir, Kesit
tesirleri hesaplanir ve diyagramlari cizilir.
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2.3.2.4 Yiik Terimleri

[zostatik esas sistemde hiperstatik bilinmeyen kuvvetlerin tatbik notalan ve
dogrultularinda yiiklerden meydana gelen yer degistirmelere yiik terimleri denir.
Genel olarak &, ile gosterilir. Burada 1.indis yeri 2.indis sebebi gistermektedir.

Anlamn izostatik esas sistemde X; hiperstatik bilinmeyen kuvvetin tatbik noktas) ve
dogrultusunda yiiklerden meydana gelen yer degistirmedir. Sekil 2.3.2a ‘da verilen
sistemin Sekil 2.3.3a’da secilen izostatik esas sistem ile ilgihi yiik terimleri Sekil
2.3.4’de gosterilmistir.

I' ______________ p-o"‘

Yiik terimleri

\
\
\\
Ny 5! Szl
l’ Va ’k Dll'l * 620 ' 63(1
. ¥.3
tﬁLl

Sekil 2.3.4 Sufir Yiiklemesi ve yiik terimleri

-
db
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2.3.2.5 Birim Yiiklemeler

Hiperstatik bilinmeyenlere kendi tathik noktas: ve dogrultusunda bir birim
deger verilerek izostatik esas sistemin bunlarn her biri ile ayrn ayrn yiiklenmesine
birim yiikleme denir. n inci dereceden hiperstatik sistem i¢in X; = 1, Xo=1, ....
X=1, ... X;=1 olmak iizere n tane birim yitkleme yapilir, Sekil 2.3.5'de 3.
dereceden hiperstatik bir sistem igin birim viikklemeler gdsterilmigtir. Bu birim
ylklemeden meydana gelen mesnet tepkileri ve ic kuvvetleri o yitklemenin alt
indisi ile gosterilir. Ornegin X;=1 yiiklemesi icin R, Ry M;, Vi, N, gibi.



2. Hiperstatik Sistemler

2.3.2.6 Sistem Terimleri

Izqstatik esas sistemde binm yiiklemelerden dolayr hiperstatik  bilin-
njeyenlenn tatbik noktalan ve dogrultularinda meydana gelen yer degistirmelere
sistem terimleri denir. n inci dereceden hiperstatik bir sistem icin nxn adet sistem

terimi vardir. Bu sistem terimlerinin yiiklerle ilgisi olmayip sadece izostatik esas
sisternin  geometrik boyutlanna baglidir. Genel olarak & seklinde gosterilir,

Anlamy, Izostatik esas sistemde X; hiperstatik bilinmeyen kuvvetin tatbik noktas
ve dogrultusunda X,=1 yiiklemesinden meydana gelen yer dcgistirmedlf.
Goritldiigi gibi 1. indis yeri 2. indis sebebi gdstermektedir. Sekil 2.3.S’de,'$ek1!
2.3.3a’da secilen izostatik sistem ile ilgili birim yiiklemeler ve sistem terimlen
gosterilmigtir,
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Sekil 2.3.5 Birim yiiklemeler ve sistemn terimleri




2. Hiperstatik Sistemler

2.3.2.7 Siireklilik Esitlikleri (Yer Degistirmelerin Siiperpozisyon
Esitlikleri)

Yukanda da aciklandifn gibi 8., izostatik esas sistemde X;'min tatbik noktas
ve dogrultusunda diy yitklerden meydana gelen yer defstirme ve d;, izostatik esas

sitemde X;'nin tatbik noktasi ve dogrultusunda Xy =] yuklemesmden meydana
gelen yer degistirme olduguna gore izostatik esas sistemde X, nin tatbik noktas: ve
dogrultusunda X kuvvetinden meydana gelen yer defigtirme

6 =X 8,1 (2'3‘8)

olur. Yiikler ve diger tiim hiperstatik kuvvetler beraber goz Oniine alindifinda
hiperstatik sistemde X; nin tatbik noktasinda meydana gelecek yer degigtirme

8; =08;p + X;8;) + X,8,,...+ X 5.+ X.0:
seklinde yazilir.



2. Hiperstatik Sistemler

Hiperstatik gergek sistemde siireklilik sartinin gergeklesebilmesi
icin 8, =0 olmasi gerekir, Bu durumda X;'nin tatbik noktas: ve dogrultusunda
meydana gelecek yer degistirme igin

8" = 6i0 +X18“ + Xzaiz...‘*'xis"... + anin = O (2.3.]0)

esitlig elde edilir. Buna i noktasindaki kesitin stireklilik esitligi veya i’deki yer
degistirmenin siiperpozisyonu esitligi denir. Bu esitlik n. dereceden hiperstatik
birsistemdei=1, i=2, ...,1=n alinarak

81 2810 +X]8“ +X26|2...+Xi8”...+xn8'n =O
82 =820 +x162| +x2822...+xi623...+ XnSZn = O

8i - 8{0 +X18u +X2612 DR o Xiaii...+ X"Sln = O

8, =8, +X,8,, + X308, + X8 ..+ X 8, =0 (2.3.11)
clde edilir. Bu esitliklere siireklilik veya yver degistirmelerin siiperpozisyon
esitlikleri denir. Bu esitliklerde yukarda da agiklandig: gibi 8., yiik terimleri ve
O; sistem terimleri izostatik esas sistemde virtiie] I§ esitliklerinden hesaplanip
yerlerine konularak X, hiperstatik bilinmeyen kuvvetleri hesaplanir,



2. Hiperstatik Sistemler | |
2.3.2.8 I¢ Kuvvetler ve Mesnet Tepkileri icin Siiperpozisyon Esitlikleri

Xy hiperstatik bilinmeyen kuvvetleri hesaplandikian sonra hiperstatik
sistemin mesnet tepkileri dogrudan denge esitlikleri ve mafsal sartlan kullanilarak
hesaplanabilir. Sifir yiiklemesi ve birim yuklemelerde bulunan mesnet tepkileri ve
i¢ kuvvetler kullamlarak da bulunabilir.

Sifir yiiklemesinde meydana gelen mesnet tepkisi Ry ve herhangi bir
kesitteki i¢ kuvvetler My, Vo, N,

Xi=1 yiiklemesinde meydana gelen mesnet tepkisi R, ve herhangi bir
kesitteki i¢ kuvvetler M,, V|, N;.

Xi=1 yiiklemesinde meydana gelen mesnet tepkisi R; ve herhangi bir
kesitteki i¢ kuvvetler M, V;, N;

X,=1 yiiklemesinde meydana gelen mesnet tepkisi R, ve herhangi bir
kesitteki i¢ kuvvetler M, V., N,

bilindigine



2. Hiperstatik Sistemler

. siperpozisyon kurali da gegerli olduguna eére hi ik si ;
mesnet tepkileri ve kesit tesirleri bunlardan yararlamﬁiurak e R

R =Ro+ X;R; tX3R;.. . +XRi... T XoR,

M = M, + XM, +X;M,... +XM;...+ XM,

V=V, + XV +X;Vi... X V.. .+ XV,

N =Np + X N; +XoNz. . . +XiN;.. .+ XN, (2.3.12)
vazilir. Bu esitliklere kuvvetlerin siiperpozisyon esitlikleri denir.

2.3.2.9 Yiik Terimlerinin Hesabi
Bilindigi gibi sifir yiikklemesinde hiperstatik bilinmeyenlerin tatbik noktalan
ve dogrultularinda meydana gelen yer defistirmelerine yiik terimi denir ve §;,

seklinde gosterilir. Bunlar sisteme etkiyecek dig yiikler, sicaklik farklari, mesnet
hareketleri, yapim hatalan, rotre v.b gibi tiim yiikler i¢in ayn ayn hesaplanir.
Asafida virtiiel is esitlikleri kullanilarak bu &, yiik terimlerinin her yilk durumu

igin hesabi ayri ayn gosteriimigtir.



2. Hiperstatik Sistemler

2.3.2.9.1 Sabit Kuvvet Tiirii Yiikler
izostatik esas sistemde bu yiikten meydana gelen i¢ kuvvetler Mg, Vi ve Ny

izostatik esas sistemde X=1 viiklemesinden meydana gelen i¢ kuvvetler
M. V.N,
olduguna gire virtiel i§ esitligi yazilarak
i3
GA'
elde edilir. Genel olarak normal kuvvet ve kesme kuvvetinin gekil degistinne isi
egilme momentinden meydana gelen gekil defiglirme isinin yaninda goz ards
edilebilecek kadar az oldugundan bunlar gdz éniine alinmadan sadece egilme
momentine bagh olarak

dx
O = | MM, — 2.3.14
i 1 0 E[ ( )

seklinde yazilabilir.

8y =IMiM0%+INiND%+IViVD (2.3.13)
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Elastik mesnetli sistemlerde

izostatik esas sistemde bu yiikten meydana gelen ic kuvvetler My, Vp, Ny,
elastik mesnette meydana gelen mesnet tepkisi mesnedin cinsine gore Mg, Riy,
izostatik esas sistemde X;=1 yiiklemesinden meydana gelen i¢ kuvvetler M.V, N;
ve elastik mesnette meydana gelen mesnet tepkisi mesnedin cinsine gore My, Ry;
ve yay katsayilant k, ve k,, olmak lizere

. dx M
B0 = [MMy 4 3 M, -;;—“ij—i—z"-

seklinde bulunur.

(2.3.15)
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2.3.2.9.2 Sicaklik degisimi

Izostatik esas sistemde X;'nin tatbik noktas: ve dogrultusunda sicakiik
farkindan meydana gelen yer degistirme (viik terimi) 8., ile gosterilir. Bilindigi
gibi sifir yiiklemesi izostatik esas sistemde yapilmaktadir ve izostatik sistemlerde
de sicakliik farkindan i¢ kuvvet meydana gelmez. Sadece gekil degistirme meydana

& dx sekil

gelir. Bu durumda sekil degistirme isi farkh sicakhk degisiminde
degistirmesi ile X;=1 yiiklemesinden meydana gelen M; efilme momenti ve
tniform sicaklik degisiminde o t.dx sekil degistirmesi ile X;= | yiiklemesinden

meydana gelen N; normal kuvveti ig is yapacaktir. Bu belirlemelere gére sicaklik
degigimindeki yiik terimleri asagida verilmistir.
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2.3.2.9.2.1 Uniform sicaklik deisimi icin yiik terimi

8, =[N0, tdx (2.3.16)
2.3.2.9.2.2 Farkli sicakhk degisimi icin yiik rerimi

5, =M, a'TAtdx (2.3.17)

seklinde hesaplamr, Sifir yiiklemesinde sicaklik degisimlerinden dolay i¢ kuvvet-
ler meydana gelmediginden M,, = 0, Nov= 0 ve Vi = 0 olur ve hiperstatik sistemin
mesnet tepkileri ve kesit tesirleri

Ri=X\Ry +X:R;.. #XR... #X.R,

M, = XM, +X,M;.. X M,...+X, M,

Vi=XiVi+X Vi X Vi XV,

Ny = X|N; 426N, XN AXN, (2.3.18)
seklinde hesaplanir.
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2.3,2.9.3 Mesnet sartlarinin degismesi (mesnet hareketleri)

I’zostatik esas sistemde Xi'nin tatbik noklas: wve dofrultusunda mesnet
hareketinden meydana gelen yer dedistirme (yik terimi) 8, ile gdsterilir. Bilin-
dign gibi sifir yilklernesi izostatik esas sitemde yapumaktadir ve izostatik sistem-

lerde mesnet hareketinden i¢ kuvvet meydana gelmez. Sadece sekil degiglirme
meydana gelir. Bu durumda Ag,, Aug, Av; mesnet hareketleri X;=1 yiikleme-

sinden meydana gelen My, Ry ve Ry, mesnet tepkiler ile fil$ i§ yapacaktir.
Esitligin safina yazilacak oldugundan - igaretli olacaktir, Buna gore

Ojv =“Z(MUA‘PL +Rygdug +Ryavy) (23.19)
seklinde yazilir.
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2.3.2.10 Sistem terimlerinin hesabi

izostatik esas sistemde hiperstatik bilinmeyen kuvvetlerin tatbik noktalar ve
dogrultularmda birim yiiklemelerden meydana gelen yer degistirmelere sistem
terimleri denir. Virtiiel ig esitlikleri kullantlarak hesaplanabilir.

X1 birim yiiklemesinden meydana gelen i¢ kuvvetler M;, V;, N;
X;=1 birim yiiklemesinden meydana gelen i¢ kuvvetler My, Vi, N

olduguna gore izostatik esas sisternde X;'nin tatbik noktas: ve dogrultusunda X,=1

yiiklemesinden meydana gelen yer degistirme
dx dx dx
8 = [ MM, -é-l--rJ.NiNk e [vivi e (2.3.20)

seklinde yazihr,



2. Hiperstatik Sistemler

Genel olarak normal kuvvet ve kesme kuvvetinin sekil degistivme
isi edilme momentinden meydana gelen sekil degistirme isinin yvaminda g6z ards
edilebilecek kadar az oldugundan bunlar géz oniine ahnmadan sadece cgilme
momentine bagh olarak

dx
O, = | M.M, — 2.3.21
= MM, (2321)
seklinde de vyazlabilir. Sistemde elastik mesnetlerin olmasi durumunda elastik
mesnet sekil defigtirme igleri de eklenerek yiik terimi
dx M R
5, = | MM, —+ > M —%+ ) Ry —= 2.3.22

seklinde elde edilir.



2. Hiperstatik Sistemler
Ornek 2.3.1

Sekil 2.3.6°da boyutlan ve yiikleme durumu verilen sistemde E=2,1x10”
kN/m®, G=8,1x10° kKN/m’, AC cubufunun boyutu 40/60 cm, CD ¢ubugunun
boyutu 40/80 cm ve BD gubugunun boyutu 40/50 cm olduguna gore sistemde:

(a) Sistem fizerinde bulunan yiiklerden
(b) B mesnedinin yatay ve disa dogru 1 ¢m agilmasindan

(c) 25 C7 hik iiniform sicaklik degisiminden
(d) 25 C" lik farkl sicaklik degisiminden

meydana gelecek kesit tesirlerini hesaplayimz ve divagramlarini ciziniz.

20kN/m
SOKN Y v v v vy Y ¥V ¥ vy ¥ ¢ ¥ &
C D Ef
5
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_ Sekil 2.3.7 1zostatik esas sistem ve
Sekil 2.3.6 hiperstatik bilinmeven kuvvet
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2. Hiperstatik Sistemler
Ornek 2.3.1

Sekil 2.3.6°da boyutlan ve yiikleme durumu verilen sistemde E=2,1x10”
kN/m®, G=8,1x10° kKN/m’, AC cubufunun boyutu 40/60 cm, CD ¢ubugunun
boyutu 40/80 cm ve BD gubugunun boyutu 40/50 cm olduguna gore sistemde:

(a) Sistem fizerinde bulunan yiiklerden
(b) B mesnedinin yatay ve disa dogru 1 ¢m agilmasindan

(c) 25 C7 hik iiniform sicaklik degisiminden
(d) 25 C" lik farkl sicaklik degisiminden

meydana gelecek kesit tesirlerini hesaplayimz ve divagramlarini ciziniz.
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_ Sekil 2.3.7 1zostatik esas sistem ve
Sekil 2.3.6 hiperstatik bilinmeven kuvvet
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Ornek 2.3.2

) $::Ici!2,3.133’dﬂ hl:l}rutlaP ve yikleme durumu verilen gercevede CD gerg
gubugu gelik olup alami 15 cm™ dir. Cercevenin geneli C25 betonundan yapilmustir,
AG ve BG cubufunun atalet momenti 312500 em™ dir.
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2. Hiperstatik Sistemler

2.3.5 Hiperstatik Kafes Sistemlerin Kuvvet Yontemi fle Céziimii

Kafes sistemlerde diifiim noktalan mafsall ve yiiklerde dagiim noktalarina
etkidiginden her qubukta M = 0 ve V = 0 olur ve sadece N normal kuvveti bulunur.
Bu bakimdan sistemde kaldirilan her cubuk sistemin hiperstatiklik derecesini bir
azaltir. Bunun igin izostatik esas sistemi elde ederken hiperstatiklik derecesi kadar

bazi mesnet baglan ile baz gubuklar veya sadece hiperstatiklik derecesi kadar
cubuk kaldirilir,



2. Hiperstatik Sistemler :
Sekil.2.3.19a’da verilen sistem 1. dereceden hiperstatiktir, Sekil 2.3.19b"de
gorildiigl gibi B mesnedindeki diisey bag kaldirilarak izostatik esas sistern teskil
edilir. Hiperstatik bilinmeyen kuvvet olarak da bu mesnetteki diisey mesnet tepkisi
ahmir (X;=Rg,). Ayni sistem icin sekil 2.3.19¢de goruldiugi gibi Oy gubuk kuvveti
kaldirilarak izostatik esas sistem elde edilir ve hiperstatik bilinmeyen kuvvet O,
cubuk kuvveti olur (X;=Ng.).

(a) Gergek sistem
(1.dereceden hiperstatik)

(5) |. Izostatk esas sistem
ve hiperstatik bilinmeven

( ¢ ) 2. 1zostatik esas sistem
ve hiperstatik bilinmeyen

Sekil 2.3.19



2. Hiperstatik Sistemler

Sekil 2.3.20a’da goriilen capraz baglantih kafes kirig digtan izostatik igten 6.
dereceden hiperstatik bir sistemdir. Sekil 2.3.20b’de goriildigt gibi 6 tane ¢ubuk
kaldinlarak izostatik esas sistem olusturulmugtur. Hiperstatik bilinmeyenler de bu

cubuk kuvvetleridir.

(a) Gergek sistem
¥ (6.dereceden hiperstatik)

(b) [zostatik esas sistem ve
hiperstatik bilinmeyenler

Sekil 2.3 20



2 Hlperstatlk Slstemler

Sekil 2.3.21a'da verilen 3 ac;lkhkh sﬁrckh kafes kms 2. dercceden hlpersm-
tik bir sistemdir. Bu sistem sekil 2.3.21b’de gorildigi gibi ortadaki iki mesnet
bagi kaldinlarak veya gekil 2.3.21c’de gorildigu gibi iki ¢ubugu kaldinlarak
jzostatik sistem olusturulur.

: ! / (a) 2.dereceden hiperstatik
# e f = gergek sistem

(b) ortadaki mesnet bag

kaldinlarak olusturulan
W 1zostatik esas sistem ve

X,T X m@  hiperstatik bilinmeyenler (1)

(¢) O4 ve O, cubuklan
kaldinlarak elusturulan
izostatik €sas sistem ve
hiperstatik bilinmeyenter (2}

Sekil 2.3.21



2. Hiperstatik Sistemler

Sekil 2.3.21d°de iki gubugu kaldirilarak olugturulan izostatik sistemdeki sifir
yiiklemesini ve Sekil 2.3.21e ve f"de birim yiiklemeler gosterimistir.

/ % (d) Sifir yikklemesi
[0

(e) X;=1 birim yiiklemesi

. (f) X5=1 birim yiiklemesi

Sekal 2.3.21



2. Hiperstatik Sistemler

2.3.5.1 Yiik Terimleri
2.3.5.1.1.D1s yiiklerden

_ Kafes sistemlerde My= V=0 ve M;= V,=0 oldugundan sifir yiiklemesinde
X; min tatbik noktasi ve dogrultusunda meydana gelen yer degistirme

dx
O = I NoNi o (2.3.55a)

olarak yazilir. Burada Ny, Ni, A ve E ¢ubuk boyunca sabit oldugundan integralin

digina alinarak bir gubuk icin

NgN;
EA

seklinde bulunur.

L
J' dx =N, N; 1 (2.3.55b)
0 EA

Bjp =



Burada
Ag: n. gubuk alan
¢ : gubuk say1si
n . gubuk nosu
Ly: n. gubuk buyu

N _;: n. ¢ubukta sifir yiklemesinden meydana gelen normal kuvvet

Ng; : n. gubukta X=1 birim yuklemesinden meydana gelen normal kuvvet
ile gosterilirse, sistemde ¢ sayida ¢ubuk bulundugundan tiim sistem igin

L
5o =Y N, N, 12
nel

EA
seklinde yazilir.

(2.3.55¢)



2. Hiperstatik Sistemler

Sistemde elastik mesnetlerin olmas: durumu

Ryo: sifir yiklemesinde L mesnedinde meydana gelen mesnet tepkisi,
Ri; 1 Xi=1 yiiklemesinde L mesnedinde meydana gelen mesnet tepkisi,
r : elastik mesnet sayis:

kar: L mesnedinin elastik yay katsayist
olmak tizere

L ' ]
, =iNn Ni—2+>R, R, — 2.3.5
: ne=l : EAn ; ’ - kAL ( 6)



2. Hiperstatik Sistemler

2.3.5.1.2. Sicakhk degisimi

Sistemin cubuklarinda sadece N normal kuvvet bulundugundan {iniform
sicakhk degisimi iy yapacak ve farkli sicakbk degisimi is yapmayacaktir. Bu
durumda sadece tiniform sicaklhik degisiminden dolay: sifir yiiklemesinde X;'nin
tatbik noktasinda ve dogrultusunda yer defigtirme meydana gelecektir. Bu yer
degigtirmenin degeri bir n gubugunda

Ly
dip =0, :J- o o N dx =0 tN L (2.3.57)
ve tiim sistemde
5, = @ tN,L, (2.3.58)
n=l{

seklinde bulunur,



2. Hiperstatik Sistemler

2.3.5.1.3. Mesnet sartlarimin defismesi

Mesnet hareketlerinden dolayr izostatik sistemde X;'nin tatbik noktasi ve
dogrultusunda mevdana gelen yer degistirme

\

(% 1
6i0 - Bm = —LZAVI.R}'U ¥ ZAuLR\{tJ (2'359)
L=l

L=l
scklinde yazilir.
2.3.5.2 Sistem terimleri

Kafes sistemlerde M; = V;= 0 oldugundan Xy = 1 yiiklemesinde X; nin tatbik
noktas: ve dogrultusunda meydana gelen yer degigtirme

dx
Oy =kaNs EA (2.3.60a)

olarak yazilir.



2. Hiperstatik Sistemler

Burada N;, Ny, A ve E cubuk boyunca sabit olduundan integralin
disina alinarak bir ¢ubuk igin
L

L3 X et P 2 2.3.60b
k= "EA Iodx'NkNiEA (2.3.60b)

ve ¢ sayida ¢cubuk bulunan sistemin tiimii ig¢in

L
5, = iN N, —= (2.3.60c)
k Z ak ™ ni EA_
elastik mesnet bulunan sistemlerde
5 : . £ o 1
ik =ZNukI\ni : “'Lz,RLuRLi—“ (2.3.61)
n=| hAn | km.
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2.3.5.3 Siireklilik esitlikleri

Stireklilik egitlikleri dolu govdeli sistemlerde oldugu gibi yazlir, Siireklilik
egitlikleri ¢oziilerek X, X;, ... X;, ... X, degerleri bulunur.

Cizelge 2.3.4 Kales sistemlerde vilk ve sistem terimleri

Yiik

. | A | Eksenel kuvvetler Terimler | Sistem terimleri

2 |
=

BB | 2| &£ 2| | £

Cubuk No

=21 | . Bl =] -2 | &
| | ©w| | wvu| | ©

Nis

IS | =

Toplam




2. Hiperstatik Sistemler

2.3.5.4 Siiperpozisyon esitlikleri
2.3.5.4.1 Dus yiikler

n qubugt.u?da diy yiikler etkisinde izostatik sistemde meydana gelen cubuk
kuvveti ]\_I,,o, birim yiiklemelerden izostatik esas sistemde meydana gelen cubuk
kuvvetleri Ny, Np, ..Na, .. Ng olduguna gére gercek sistemde bu gubuk
kuvvetinin degeri

N, =N ¢+XN, +X,N_, +XNG +HL XN (2.3.62)
olur.

2.3.5.4.2 Sicakhik degisimi

Uniform sicaklik degisimi izostatik esas sistemde gubuk kuvveti meydana
gelmez. Bu durumda hiperstatik bilinmeyen kuvvetleri Xy, Xa ;... X, ... X, ile

gosterirsek ¢ubuk kuvveti

N, =X Ny + X, N, +.. XNy + XN, (2.3.63)

esitliginden bulunur.



2. Hiperstatik Sistemler

2.3.5.4.3 Mesnet harekefi

Mesnet hareketlerinden de izostatik sistemde i¢ kuvvet meydana gelmez. Bu
bakimdan hiperstatik bilinmeyen kuvvetleri Xy, Xaw, oo Xiws v Kow fle gdsterirsek
n ¢ubugundaki kuvvet

an o= xlenl +X2WNn2 +"‘Xinni + "‘kaNnk (2.3.64)

bigiminde bulunur, Yukarida anlatilan iglemler Cizelge 2.3.5'de gorialdigi gibi
daha kolay bir sekilde hesaplanabilir,



2. Hiperstatik Sistemler

Ornek 2.3.8

Al 400m | 400m | 400m .| 400m
lf 29 KkN 16,00 m 27 kN

Sekil 2.3, 22a gercek sistem

Sekil 2.3.22a’da boygtlan ve yitkleme durumu verilen kafes sistemde ¢ubuk
kuvvetlerini hesaplayimiz. Ust baghk ¢ubuklarmm alam 10 cm’, diger gubuklarin
alami 12 cm? ve elastisite modiilii E=2,1x10° kN/m™dir.
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ODEV

Ornek 2.3 .23

z Dl ™ DE

25 kN 151] kN 25 kN
4

- -
16,00 m 24 kN
sekil 2.3.93a gercek sistem

vekil 2.3.93a’da boyutlan ve yitkleme durumu verilen kafes kirigte 3 diigiim

noktasmdaki diisey yer degistirmeyi hesaplayimz. [lst baghk ¢ubuklarinim alam 10
cm®, diger cubuklann alam 12 em® ve elastisite modiili E=2,1x10" kN/m*'dir.



