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2. Hiperstatik Sistemler
2.4 ACTI YONTEMI

2.4.1 Tamm

Agr yontemi 1915°de Prof. G.A Maney tarafindan rijit diigim noktals
sistemlerin hesabinda kullamilan genel bir yontem olarak orfaya konulmustur,
Yontem daha sonra Mohr ve Manderla tarafindan genel amagla kullamlan
esitlikleri kafes sistemlerdeki ikinci derece gerilmeleri bulmak igin gelistribmistir,
1932 yibnda Hardy Cross bu yintemi daha genel olarak kendi adh ile anmilan
moment  dafiim  yontemine uyarlamigtr. Yontem bu amag igin  oldukca
kullamghdir, Aynica moment dagitim yiéntemi oldukca kolaylik saglar. Esas
egitlikler moment alam ve virtiiel is teoremi diigiincesinden cikanlmistr. Bu
egitliklerde efilme momentinden meydana gelen sekil degistirmeler giz Oniine
alinmmy, kesme kuvveti ve normal kuvvetten meydana gelen sekil degistirmeler ise
goz ardl edilmistir. Birgok hiperstatik kirisin ve cercevenin hesabinda normal
kuvvet ve kesme kuvvetinin etkisi ok kiigiik oldugundan sadece efilme moment:
etidsi gz Oniine almarak yazmlan a1 egitlikleri ile yapilan hesaplar sonucunda
ortaya gikacak hatalar da oldukea kiigiik olacaldtir.
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Bir gubuktaki esas aci-yer degistirme esitlikleri, agafida belirtilen 3 genel
degisken grubu ile ifade edilir.
| I. Gubuk uglarina uygulanan ug kuvvetler {Ug momentler, cubuk eksenine
dik ug kuvvet ve gubuk eksenine paralel uc kuvvet).

o 2 [:uhuir: uglarmda meydana gelen ug yer defistirmeler (¢ubugun elastik
egmsimin her bir ucundaki tefetinin efimi, elastik efiri kiriginin ug noktalarnm
dinme agis1 veya gubugun iki ucunun bir birine gére rélatif ver degistirmesi).

3, Cubuga uygulanan dis kuvvetler.
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Agi1 ybnteminin uygulamasinda asagida belirtilen isaret kabulleri uygulamr,

_l. Uq;. Momentler: M, ¢ubuk uglarina etkiven momentlerdir, Cubugu saat
akrebl tersi yimiinde ve difim noktasim saat akrebi yoniinde dondiiren uc
momentleri pozitif kabul edilir (Sekil 2.4.1a ve b).

MG _______ — - if:* D

(&) Cubukta (b} Diigiim noktasinda

sekal 2.4.1 Ug momentleri ve pozitif yonler



2. Hiperstatik Sistemler

2. Cubuk eksenine dik ug kuvvet: V, cubuk uglannda et}l:j}flep cubugu saat
akrebi yoniinde dondiiren cubuk eksenine dik ug kuvvetler pozitif kabul edilir

(Sekil 2.4.1c).

v e v Sekil 2.4 1c Cubuk eksenine dik
S | ug kuvvetler ve pozitif yinler

3, Cubuk eksenine paralel ug kuvvetler: N, ¢ubufu gekmeye calistiran gubuk
eksenine paralel ug kuvvetler pozitif kabul edilir (Sekil 2.4.1d).

™ - - : — N

Sekil 2.4.1d Cubuk eksenine paralel ug
kuvvetler ve pozitif yonler:
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4. 0 elastik efrinin gubuk ucundaki tegetinin gubugun ilk konuma gore
dénme acist saat akrebi tersi yoniinde pozitif kabul edilir (Sekil 2.4.1e).

; Cubul itk konumu ]

T.—“——— — l——————'——;——I--—————————Ill—rl-————'.ll-II ---ﬁ
, e Elastik tgl'l. _ &
. e - Elastik egn king ~
'._ - s -. ? .-_.i: i
- _— v
] Elastik egrinin gubuk
ucundaki tegeh

Sekil 2.4.1e Ug yer degistirmeler ve pozitif yimler

5.y elastik efri kiriginin gubugun baslangic konumuna gre donme agisy,
saat akrebi véniinde pozitif kabul edilir. Bu aym zamanda gubugun iki ucu
arasidaki cubuk eksenine dik ridlatif yer degistirme nedeni ile qubuk ilk konumu ve
elastik egri kirigi arasindaki dénme agisidir (Sekil 2.4.1e).



2. Hiperstatik Sistemler

; Cubuk ilk konumu ]

) L Elastik egn

- Elastik egr kirg)

-
I"  Elastik egrinin gubuk
ncundaki tegeh

Sekil 2.4, le Ug yer degistirmeler ve pozitif ydmler

6. © gubuk uclanndaki toplam dénme agisidir. Saat akrebi tersi yoniinde
pozitif kabul edilir.

7. & cubugun bir ucunun digerine giire rolatif yer defistirmesimin cubuk
eksenine dik dogrultudaki izdiisiimil, bir ug digerine gire saat akrebi yonunde
diniince pozitif kabul edilir.

8. A gubugun bir vcunun difer ucuna gére rolatif yer deffistirmesinin cubuk

ekseni dogrultusundaki izdiisiimil, iki uc birbirinden uzaklashiyim zaman pozitf
kabul edilir.
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I_IE: %im:vetle_ri lkl alt indis ile tammlanir. Bu alt indisler ¢ubufun iki ucunun
athdir. Birinei alt indis gubuk ug kuvvetinin uygulandifi ucu gisterir, Omegin ij

Ii_,‘.uhllg'l..lﬂdﬂ. M;:j, -'ilr'r.,j, Hij, i ucunda, I'lu-'ijj, Vi, I"'I_i;i _I ucunda U}'gulanﬂu ug kuvvetlen
gdsterir (Sekil 2.4.2a).

Wi M
w (LT DR
|i | J _/ HJI
i P S S = S 7
L

Sekil 2.4, 2 (&)  1j cubufn ug kuvvetleri
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0 ve g ug donme acilar bulundugu ucun alt indisi ile
gosterilir. Omegin ij cubuZunda 6; ve o;i ucundaki agiy1 ve 8 ve g, j ucundaki ac1yi
gosterir (Jekil 2.4.3). & ve A ug yer defistirmeleri ve v elastik edri kirisinin
Fl{hugun ilk konumuna gire donme acis1 iki alt indisle gosterilir, Bunlar ¢ubugun
iki ucunun adidir. Ornein ij gubugunda vy, §; ve Ay swrayla i ucunun j ucuna gére
dinme agisi, gubuk eksenine dik ve cubuk ekseni dogrultusundaki rolatif yer
degistirmeyi gosterir (Sekil 2.4.3).

Sekil 2.4.3 1 cubufunun sekil ve ver degistirdikten
sonraki durumu ve ug ver degistirmeleri
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2.4.2 Dénme Acilan ve U¢ Momentlerinin Hesabi
2.4.2.1 Diinme Acilar

Sekil 2.4. 2 ij cubugu ug kuvvetleri ve efilme momenti diyagram

Simdi Sekil 2.4.2°de goriilen, uglaninda My ve Mj; ug ]:I]I:li'l:lL‘llﬂEl'i?.Tl.'rij 'u::_"l.-’jij
Mi;, N;i ug kuvvetleri etkiyen ve iizeri herhang bir durumdaki dig yiikle yi_Jl:lu
bulunan ij cubugunu ele alahm.
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Sekil E".-4.3 1] gubufunun sekil ve ver degistirdikten
sonraki durumu ve ug ver defistirmeleri

Bu cubuk yiiklenmeden once ij konumunda iken
yiiklenip sekil degistirdikten sonra i'j" konumuna gelecck ve elastik egrisi de Sekil
2.4.3 de goriildigi gibi olacakur. Ug kuvvetlerinin pozitif yonleri Sekil 2.4.2a’da
ve ug deplasmanlanmn pozitif yonleri $ekil 2.4.3 de gosterildigi gibidir.
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Sekil 2.4, 2 §j gubufu ug kuvvetleri ve efilme momenti diyagram

Cubuktaki efilme momenti deferleri, cubuZa etkiyen ug momentlen ve dig
yiikklerden meydana gelen efilme momentlerinin EﬁparpuzisyunuEdan hulunu::
Ornegin i’den x uzakhifndaki bir kesitte My den meydana gelen egilme moment:

- r e X -
M= L—L:"'r"-]'_'l.-:[-ljh M;i den meydana gelen M = I M;; ve dig yiiklerden meydana

gelen Mo, egilme momentlerinin cebirsel toplarmdar.
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1Ii|"r:i_i

N i I

T'!'i i !_= __E'_ :...I_.E - L-H - ..'=l-! v
(3] ~= - B
M ‘ T o M
{b) I T = T I
L LT kid |
‘ M l | | ‘ M
| x| | |4 [
Hiinm

Sekil 2.4, 2 §j qubufn ug kuvvetleri ve efilme momenti divagram

Diger yandan Sekil 2.4.2°den
de goriildiigii gibi M, M; ve My egilme momenti diyagramlar h;::lsit kiris efilme
momenti diyagramlar ile aymdir. Bu durumda gerek ug kuvjfﬁt!en ve ger}eks;'na: dig
yiikleri basit kirise etkiyormus gibi diigiinebiliniz. Herhangi bir kesittelki efilme
momenti Mg, M” ve M’" de@erlerinin cebirsel toplamidir.
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Fakat hesaplarda kolayhik
bakimindan bu g moment ayn ayn gz Oniine alinacakhr. Keza virliif:l
yiiklemelerde basit kirige etki ediyormug gibi digiiniilebilir. Bu durumda 1.:'1!1!%1’:! is
prensibi uygulanarak ¢; elastik efn tefeti ile elastik egri kins ﬂraSL_ndalﬂ dinme
agisim bulmak igin bunun (@i’ nin) tatbik noktas: olan i"ye bu ag d:}gmlmsupclla 1
birimlik moment uygulamr (Sekil 2.4.4a) ve ¢ dimme agisimi I:_*uulr_tlal-: wgin |
noktasina ve bu agiun dogrultusunda ve bulundufu noktada bir birimlik moment

uygulanir (Sekil 2.4.4b) M =
leL IELl

y TT _T—.\- .
S TN R nanaseeee
Sekil 2.4.4 a o agsmm hesaplamak igin yapilan birim virtiiel
yilkleme ve M efilme momenti diyagrami .

g
h__-_l_u¢f_t_ll_LLJ_|_]i|_|il,u_!i_|m:|

Sekil 2.4.4 b (; agisini hesaplamak igin yapilan birim virtiel
yilkleme ve M egilme momenti diyagram

=
)
—
e
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m=_f1"r_%

virtiiel 15 esitligi vazilirsa

o _[L-x)’ _]f'f“_fgdx_jfL )x M _j‘.lf_—_xmm (2.4.1.2)
| A L1 E-I u LE .EI ) L El. s T
L ; L
(L—x)x M; x* M x M
P / 1! EHI 1 [* EI jn‘ L EI Lo

elde edilir.
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2.4.2.2 U¢ Momentleri

(24.1.a) ve (2.4.1.b) esitliklerinde My, M;, E ve L degerleri sabit
oldugundan integralin digina gikarilir ve esitlikler ¢oziilirse

Bx? FL—x)x P F-x) FlL-x)x . f
SR = N | SN (S NN (G2 SN
i . ] a i

1
M, = E[2_0 EL T

L 2

I xil I:h;l; (L _! I-}j- dx — [_Ill—_lx}:idx

Ik

L ]
bigiminde veya paydaki terimi iki kisma ayirarak

L_2 L sy
tpi_fdexﬂ:njj’U‘%ﬁdx
. 2 )]
M =EL L

Lx? | E(L-x)? "[i,“—:{}x :
o 5 e[ q

L,2 Lg Loy L
L|:J'x—ld:{_[-{L KJMDHM_I%I?MMm}
Lo 0 0 0

I
. 2 (242
bx?  E(L-x)? LiL-x)x . | S
| = dx | dx —| [ ch;J
L I 0 I 0 L
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2.4.2.3 Elastisite Modiilii ve Atalet Momentinin (EI'nin) Sabit Olmasi
Durumunda Acilar ve Ug Momentleri

(2.4.1a) ve (2.4.1b) esitliklerinde My, My, E, L. ve I'mn sabit oldugu goz
sniinde tutulur, integralin disina gikanhr ve integral iglemlen yapilirsa

L
o = M Y L M, (T~ x)dx (2.4.3a)

" 3EL " 6El U EIL

L
? oo b oMy M M, xdx (2.43.b)

6ET Y 3EI " EIL ¢

elde edilir. Bu esitliklerden Mj ve M; degerleri chziilerek veya (2.4.2a) ve (2.42b)
esitliklerinde integraller alinarak

L 1
M; =2E— -[E-q::ni |~n|:rJ}+—[EjMnI{L X Jdx — jMDE:{dEJ (2.4.4a)
M; =2E— {1;1[+Eq} }—.—— j""-fInx{L % )dx — Ej-h’.[h}id}:-! (2.4.4b)
0 d

elde edilir.
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Sekil 2.4.3'den de goriildiigi gibi 1 ve j uglanndaki l:}plgm. dinme
acilan elastik egri tefetinin efimi ile cubuk eksenine dik yer defigtirmeden
meydana gelen elastik efiri kirisi egim agisimin toplarmudar.

@, =0, +v;, W =8; +wy; (2.4.5a ve b)

(2.4.4) esitliklerinde ¢ yerine (2.4.5a) ve (2.4.5b) deld deferleri verlerine
konulursa

I
Mlj =2E i_: (20, +ﬂ_i +3'|"|f|j} T ]:EJ-ME']. (L —x)dx - J-MI:I:: xdxi[ (2.4.6a)

M; =2E— (EI +20; + 3y, }-r—w[jh{lm{L x)dx - E.I-Mﬂ,xd}:] (2.4.6b)

elde edilir.
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Agilar ¢ok kilgiik oldugundan agimin tanjant: kendisine esit alinabilir ve
5.
tgw; =y =—[:1 yazilabilir. y’lerin bu degerleri (2.4.6a ve b) esitliklerinde yerine

konulursa

I 35]1 2 i ¢ i
I'I.-Iij = IEE{EE,. +8, +T}+—L—z-! EI My, (L —x)dx —J-mec]ﬁ :. (2.4.7a)
0 0 _

I Jﬁlj 9 'L L
Mj; = 2B (6 +20; + 1)+ = JMDI{L—x}d}:-—EJ-Mm:-;dx (2.4.7b)
_ 0 ]

L

u¢ momentler: elde edilir. Buraya kadar yiikleme sartlan giz dniine alinmamustir
ve (2.4.4), (2.4.6) ve (24.7) esitlikleri herhangi bir gubuk iizerindeki cubuk
cksenine dik dig yilk ve moment etkisi durumu igin gegerlidir. Bu esitliklerin her
birindeki son terim yiik tipinin bir fonksivonudur.
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8..0. Wy veya ©;; degerlerinin hepsinin sifir olmas: durumunda (2.4.4),

[# .|]
(2.4.6) ve (2.4.7) esitliklerinde son terimler sirayla i ve j uglarindaki uc momentlere
egit olacaktir. Bilindigi gibi 0.,0 Wy veya &;; degerlerinin tiimiiniin sifira esit

olmasimn  fiziksel anlarm cubugun her iki ucunun da donmeye wve ver
degigtirmelere kargi tam olarak sabitlestirilmis oldugudur. Diger bir anlatimla bu
cubuk iki ucu ankastre bir Liristi. Bu nedenle (2.4.4), (24.6) ve (247
esifliklerinin son terimleri iki ucu ankastre kirisin u¢ momentleridir. Bunlara
ankastrelik u¢ momentleri denir. (2.4.7a) wve (2.4.7b) esitliklerinde
0;,8;,w; veya &; deferlerinin her biri yerine sifir konularak bu ankastrelik ug

momentler

9 L L
My = E{zjmm (L—x)dx - f _Mmml (2.4.82)
0 0

L L
M;i =-€;{IM0K (L —x)dx - ZImedx]
0 0
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veya bélim 2.3.16 da anlatilan {i¢ momentler esitliindeki (2.3.89) ve (2.3.90)
esitlikleri ile verildig gibi

L

b b

ﬁ=LTThiuﬁx.M ve L‘=E- jmm (L—x).dx (2.4.8¢ ve d)
0 0 _

ile gosterilir, yerine konulur ve gerekli sadelestirmeler yapihirsa ankastrelik ug

momentler

L—2R

2L-R ve My=2 . (2.4.8¢e ve f)

3

seklinde de yazilabilir. Burada £ ve ® basit kirig yiik terimleridir. Dejisik
yitkleme durumlan igin Cizelge 2.3.9°dan ahinabilir.

My =
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(2.4.6) esitliklerinde 9; ve M; ankastrelik ug momentleri yerine konulursa

M; =2E -I': (20, +6; +3y;) + M (2.4.9a)

n
M;; = 2E— (6, +20; + 3uy) + 94 (2.4.9b)

elde edilir. I/L =k degerine rijitlik faktorii denir. I/L yerine bu deger konularak
Mij - 2Ekij(20i + 9,- + 3Wij)+ Mi; (2.4.10a)

M;; = 2Ek;(8; +20; + 3y;;) + M; (2.410b)

elde edilir.
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2.4.2.4 Ankastrelik U¢ Momentleri

Yukanda da belirtildifi gibi ankastre mesnedin bulundugu ugta kiris
fizerindeki dis kuwvvetlerden meydana gelen u¢ momentlere ankastrelik ug
momentleri denir. ki ucu ankastre kirigler igin (2.4.8a) ve (2.4.8b) esitliklerinden
hesaplanabilir,. Burada wyaygin kullanilan birkag yilk igin ankastrelik ug
momentlerinin  hesab1 gdsterilmigtir. Difer vyiiklemeler igin benzer sekilde
hesaplanabilir veya Cizelge 2.4.1 den aliur.

2|7 L
Mij = E{EJM““ [L—:-:}d.x—j‘_hflux:{dx (2.4.8a)
. 0

L L
M = % |:j' M, (L - x)dx - EI M g, xdx (2.4.8b)
§] 0

=l
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2.4.2.4.1-Diizgiin yayih yiikle yiiklii iki uen ankastre Kiris
Sekil 2.4.5 deki diizgiin vayih yitkli ankastre kiristeld ankastrelik ug momentini
hesaplamak ig¢in @nce basit kirsteki agikllk momenti Mg, =q(Lx —x")/2

hesaplamir ve (2.4.8) esitliklerinde yerine konulursa sirayla i ve j uglanindaki
ankastrelik u¢ momentleri

q

ATy

L i

* s

-

ey T )™

Sekil 2.4.5 Diizgiin yayih yikle yiiklil iki ucu ankastre kiris
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g — 2 - LEI 2 L‘51 2
M —-E[E!E{Lx—x. ]{L—x]dx—_!-iﬂ-x—x Jxdx
My =qL? /12 (2.4.11 a)

L L
2 ,
M; =F“%{Lx —x2)L - x)dx ~ zj‘%{r,x _ Ji']:-:d}:—‘
J 2 /2

My =—ql” /12 (2.4.11b)

biciminde formiil olarak bulunur,
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2.4.2.4.2-Tam orta noktasinda P tekil kuvveti Ile yiiklii iki ucu ankastre

g i . - | E

l: . L12 »L LR j

o q%: ..... — Dwn

Sekil 2.4.6 Agikhik ortasinda tekil kuvvetle yiikle
yiklil iki vew ankastre kiris

Basit kiriste agikhifin ilk yansinda Mox= (P/2)x ve ikinci yarisinda
Mo, =(P/2)(L — x) bulunur ve (2.4.8) esitliklerinde yerine konularak
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1 E..I'E_F L2 p L _F L P
M= —Elzj‘ L x(L-x)dx -~ _[ ~ x%dx+2 J-—{L—x}gdx— I—(L—:-:}xdx
L 2 2 2 7
1| i Li2 L/2
2= PL/8 (2.4.12a)
Li2 L1 L L )
N P, P , P
M= I—E'j E:r.{L—:-:}dx—Ej ~xhax J'E{L—x} dx -2 IE{L—x]xde
i i L/2 Lid
M= PL/S (2.4.12b)

bigiminde formiil olarak bulunur.

2.4.2.4.3-Dik iicgen yayih yiikle yiiklii iki ncu ankastre kiris

A
M| |— . - l)m{jl
’ jC’H* 'Tf_fi

Sekil 2.4.7 Ucgen yayih yiikle yiiklii iki ucu ankastre kiris
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qL X’

Basit kiris agiklik momenti M{,x c —(x - 2) yazihr ve (2.4.8)

esitliklerinde yerine konulursa
L 3 L 3
2 qL X qlL X
i= —| 2| —(x—=)L—-x)dx - | —(x = —)xdx
Mij Lz{il;ﬁ(x Lz)( ) -!6( Lg) }
=ql.*/30 (2.4.13a)

2|fqL, X’ fqL, X’
M = - [_! . (x-E-)(L-x)dx—-Z!-é—(x—-L—z)xdx

M =—qL? /20 (2.4.13b)

bulunur. Degisik yiik tipleri i¢in ankastrelik ug¢ momentleri hesaplanarak ¢izelge

olarak diizenlenebilir. Cizelge 2.4.1'de degisik yiikler igin ankastrelik ug
momentleri verilmistir.
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2. Hiperstatik Sistemler

2.4.3 Ozel Durumiarda Diinme Acilan ve Ue Momentleri

2.4.3.1 Cubugun saf ucunun mafsalli olmasi durumu

(b) ,E: | |I'_ |f!|||||||..._I
‘;,Mu HJ,‘

Sekil 2.4.8 Ug kuvvetler ve efiilme momepti divaprams



2. Hiperstatik Sistemler

de@istirdikten sonraka duruomu ve ug yver g } \
degistirmelen

M =
O T
R - !
"IT $ THTT M =1

Sekil 24,10 o; agsim hesaplamak igin yapilan birim virtiiel
yvikleme ve efilme momenti diyagram




2. Hiperstatik Sistemler

Sekil.2. 4.8 de goriildiigi gibi | mesnedi mafsalli (sabit veya gubuk eksenine
paralel hareketh mesnet) oldugu zaman M; = 0 olur. Bu durumda virtiiel 15
prensibl uygulanarak @; elastik efri tegeti ile elastik efri kirisi arasindala donme
agisimi bulmak igin bunun tatbik nokias: olan 1 ve @' nin dofrultusunda 1 birimlik
moment uygulanir (Sekil 2.4.10) ve Sekl 2.4.8b deki egilme momenti ile birlikte

virtuel 15 esith@ yvazilarak veya (2.4.1a) esitlifinde Mj = 0 konularak ve iki ucn
ankastre kirigten farkh oldufunu gistermek icin ug momenti M ile costerilerek

2 M,
P; = J'[L 2 _[L . M“" (2.4.14a)

0
elde edilir. Burada Mij sabit oldugundan integralin digmma almir ve esitligin sol

tarafina gecirilirse

L dx
EL"g; + L[ (L -x)M,, =
M o -
2
JL—x®=
EI



2. Hiperstatik Sistemler

Atalet momentinin ¢ubuk boyunca sabit olmasi durumunda (2.4.14a)
esithfinde integral alinarak veya dogrudan Cizelge 1.2.1"deki carpam cizelgesinden
yvararlanilarak

®; =—M, - -E[L J'mm (L —x)dx (2.4.15)

Seklinde yazilir, Bu (2.4.15) esitliginden veva (2.4.14b) esithfinde integral
aliarak

L
— Skl 3
i @i +FJ‘MM{L_“}¢"= (2.4.16)
0

bulunur. @, =0; +y;; ve k;; =1/ L konulursa

.....

L
3
M= 3Ek;(0; +y;)+ —EJMUA{L—E}EEH elde edilir, (2.4.17)
L i



2. Hiperstatik Sistemler

o o e

0; =0; =y;; =0 igin i ucu ankastre mesnet olur ve bu ugtaki M

degeri ankastrelik u¢ momentine esittir. O da (2.4.17) esitliginin son terimine esit
olur.

L

_ 3

My== j M,, (L — x)dx (2.4.18)
0

Bu deger (2.4.17) esitliginde yerine konulursa

e I. _
M. =3E—-(0, +y; )+ M, (2.4.19a)
1 Lij ) 5
veya B
M, =3Ek;(0; + ;) + M, (2.4.19b)

elde edilir.



2. Hiperstatik Sistemler

2.4.3.2 Cubugun sol ucun mafsalh olmas) durumu

E‘
a1l

Sekil 2.4.11 Ug kuvvetler ve egilme momenti



2. Hiperstatik Sistemler

Sekil 2.4.12 ij cubugunun sekil ve yer Ei
depistirdikten sonraki durumu ve ug yer
degistirmeleri

]

ln-:!
i 1 t

Sekil 2.4.13 @; agsim hesaplamak i¢in yapilan birim virttiel
yiikleme ve egilme momenti diyagrami



2. Hiperstatik Sistemler

Sekil.2.4.11°de goriildiigii gibi i mesnedi mafsalli (sabit veya gubuk aksenin'e
paralel hareketli mesnet) oldugu zaman Mj = O olur. Benzer sekilde Sekil

2.4.11b’deki egilme momenti diyagranu ve Sekil 2.4.13°deki birim virtiiel ylikleme
gdz Oniine almir virtiiel is esitlikler1 uygulanirsa veya (2.4.1b) esitliginde M = 0
konulursa

L 2 M. L
P; = = ﬂdx—**}'imdx (2.4.20a)
. L EI ) L EI

bulunur. Burada; iki ucu ankastre veya ryjit diigiim noktali gubuktaki ug
momentinden farkliligim gdstermek i¢cin u¢ momenti M ile gOsterilmistir.
(2.4.20a) esitliginden

L
BL%; — L[ xM,, dx
0

_ seklinde yazilir. (2.4.20b)

o L
5 dx
¥

mm——

ib



2. Hiperstatik Sistemler

Cubukta atalet momentinin sabit olmasi durumunda

L — 1%
=—M. +— | M, xdx
PIT3E O TELY ™
ve buradan
) . L
e 3EI 3
0

L

— 3FI 3

M. = —‘]_:* (Bj + Wij} = L—EJMMKCIK
0

n

elde edilir.

(2.4.21)

(2.4.22)

(2.4.23)



2. Hiperstatik Sistemler

E]j = bi}- =Y = O i¢in j ucu ankastre mesnet olur ve bu ugtaki M;;

degeri ankastrelik u¢ momentine esittir. O da esitligin son terimine esit olur.

3k
M y=——5 | Mo, xdx (2.4.24)
J 12 { 0
_ I; _ |
Mj; =3B (0 +y) + M, (2.4.25.a)
1] .
veya _
M,; =3Bk, (0; +y;)+ M, (2.4.25.b)

bulunur.



2. Hiperstatik Sistemler

2.4.4 Diigiim Noktalan Sabit Sistemler

Diigiim noktalanndak dngrusal yer degistirmeleri sifir olan difer bir
anlatimla diigiim noktalan dogrusal yer degistirmeyen sistemlere diigiim noktalar:
sabit sistemler denir. Dogru eksenli gubuklarin normal kuvvetten meydana gelen
A boy defigimlerinin gbz ardi edildii bu sistemlerde sadece efilme sekil
defiistirmesi giz Oniine almr. Bu kabul sonucunda her bir gubuktaki gubuk
eksenine dik yer degistirme ile ilgili w agisi sifir olacaktir. Sistemde konsol olarak
calisan ¢ikma seklinde gubuklarn bulunmasi durumunda bunlarm ug kuvvetlerinin
dofrudan denge sartlanindan bulunacagi agiktir.

;lﬂl Cl'—"‘g hlﬂ lCE

@ | Ik R
:‘Ll B l Cy
F
(c) wa
ﬁHD

Sekil 2.4.14 Digum noktalan gercekien sabit sistemler



2. Hiperstatik Sistemler

Dogru eksenli diizlem sistemlerde diiiim noktalan sabit sistemlere genelde
iic durumda karsilagilir:

1) Sistemin 6zelliginden dolay biitiin yiiklemeler igin diifiim noktalan sabit
sistemler. Sekil 2.4.14a’da AB ve BE ¢ubuklarindaki eksenel boy degigimi gbz ards
edildifinde mesnetler hareket etmedikge B noktas: hareket edemez. B noktas
hareket edemezse C noktas: da hareket edemez. Dolayisiyla AB. BC, CD, BE ve
CF gubuklarin tiimiinde w agis1 sifir olur ve sistem, A ve E uglannin dzel durumu
da dikkate almmirsa B ve C noktalarindaki 0 ve 6O¢ donme agilarimin hesaplanmasi
ile coziilebilir. Bunun igin 5 cubukta u¢ momentlerini yazip B ve C digim

noktalarinda » My =0 ve ) M = 0 denge sartlarnim yazmak yeterlidir.

Sekil 2.4.14 Dugum noktalan gercekien sabit sistemler



2. Hiperstatik Sistemler

7) Sistemlerin ve viklerin &zelligi dolayisiyla diifiim noktalan sabit
sistemler, Sekil 2.4.15°deki simetrik yiik altindaki sistem simetriktir. Sistemi
cizerken sadece A veya B diigiim noktalarindaki 84 ve 8 donme agilarindan birimi
hesaplamak veteceklir. Simetriden dolay1 8,4 = - g dir.

Selal 2.4.15 Simetrik sistem



2. Hiperstatik Sistemler

3) Diigiim noktalan yaklasik olarak sabit kabul edilebilen sistemler. Sekil
2.4.16°da acikliklan ve iizerindeki yiikleri bir birine yakin kat gergeveleri dugum
noktas: sabit sistemn gibi diisiiniilebilir. Bu durumda 1, 2, 3 ve 4 diigiim noktalannin
yatay yer defistirmesi yaklagik olarak sifir almabilir. Diigey cubuklarm diger uglan
da yatay ve diigey yer degistirme yapmadifindan tiim diigiim noktalarinda dogrusal
ver defmstirmeler dolayisiyla w sifir olur. Bu durumda 65, 0., 63 ve 04 acilanim
hesaplamak yeterl olacaktir.

@ 3 6 o T Q &=

EERRRRTIRRTNRTTTRIINNEY
1 2 3 4

P

- 10 2 11 =m

| 127
Sekii 2.4.16 Kat cerceves



2. Hiperstatik Sistemler

2.4.4.1 Diigiim Noktalarn Sabit Sistemlerin Ac¢i Yontemi ile Hesabinda
izlenecek Yol

1) Sistemin serbestlik derecesi hesaplamir ve hesaplanacak acgilar secilir. [hs
etkiler altinda sekil degistinp denge konumuna gelen diiiim noktalan sabit bir
sistemnin, sekil degistirmis durumunu belirlemek igin, rijit diigiim noktalarinin 6
ddnmelerini belirlemek veterli olmaktadir. Ciinkii rijit diigiim noktalarinda birlesen
cubuklarin & ug dénme acilan birbirine esittir ve diigiim noktalarimin dorusal ver
degistirmelert sifirdir. Bundan dolayr bilinmeyen olarak digim noktalarimn 6
donme agilari segilir ve bunlan belirlemek ig¢in de diifiim noktalarinin moment
denge sartlan kullanilir.



2. Hiperstatik Sistemler

2) Bunun icin her rijit diigiim noktasinda birlesen cubuklarin aranilan acinin
bulundugu uglarindaki M ug momentlerinin 0 dénme acilarina bagh ifadeleri:

-Tki ueun rijit diifiim noktas: olan gubuklarda (2.4.10a) ve (2.4.10b) esitlikleri
tekrar yazhr,

i KR

| | M = 2Bk (8, +26, + 3y, )+ M (2.4.10b)
Sekil 2.4.17

M; =2Ek;(20, + 0, + 3y )+  (2.4.10a)

ve bu egithiklerde wi;= 0 konularak
Mj; = 2Ek;(20; +8,) + 24 (2.4.26a)

M, =2Ek(6; +20,)+ 3 (2.4.26b)

elde edilir.



2. Hiperstatik Sistemler

-Sol ucu rijit diigim noktas: sag ucu mafsalli (sabit veya ¢ubuk eksenine
paralel hareketli mesnet) olan ¢ubuklarda (2.4.19) egitligi tekrar yazilip

E ; M= 3Bk, (0, +y,)+ M;  (2.4.19)

| | A ve bu esitlikte ywy; = 0 konularak
skl 2.4.18 M, =3Ek 8, + 7, (2.4.27)

elde edilir.

-Sol ucu mafsalli (sabit veya ¢ubuk eksenine paralel hareketli mesnet) ve
saff ucu rijit diigiim noktas: olan ¢ubuklarda (2.4.25) esitlifi tekrar yazihp

& | ve bu esitlikte wi;= 0 konularak

kil 2.4.19 — —
. M, =3Ek0, + M, (2.4.28)

seklinde yazilir.



2. Hiperstatik Sistemler

6) Her gubukta denge esitlikleri yazilarak Vi, u¢ momentleri sifir olan
cubuktaki uc kuvvetleri olmak tizere, cubuk eksenine dik u¢ kuvvetleri

M. +M. M. + M.
V= Vi + ’JL ......... Love Vi =V, + s 1! (2.4.29a ve b)

L N .
i) 1]

seklinde hesaplanir.
7) Sistemin diigiim noktalannda kullamilmayan sz =0 wve Z P, =0
sartlarindan ¢ubuk eksenine paralel N; ug kuvvetlenn hesaplanur.

8) Mesnetlerin bulundugu uglardaki u¢ kuvvetleri ve denge sartlan géz
oniinde tutularak mesnet tepkileri hesaplanir.



2. Hiperstatik Sistemler

Ornek 2.4.1

wannn s A =
é 157 BA - AT b Sekil 2.4.21
e 12,00 m 'Jqdﬂﬂmhl-ﬁﬂﬁmﬂ[][jnu

Sekil 2.4.21'de boyutlan ve yiikleme durumu verilen siirekli kiriste A
mesnedi 2 cm, B mesnedi 5 cm ve C mesnedi 4 cm ¢oktiiiine gore:

a) Sistem iizerindelki yiiklerden

b) Mesnet gikmelerinden
meydana gelen kesit tesirlerini hesaplayimz, E=2x10"kN/m?, 1= 0,015 m* diir.






2. Hiperstatik Sistemler
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Ornek 2.4.3

| E,Ii-:!rjl 2.4.30°da yikleme durumu ve boyutlan verilen sistemin kesit
tesirlerini ag1 yontemi ile hesaplayimz.
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2. Hiperstatik Sistemler
2.4.5 Diigiim Noktalan Hareketli Sistemler

En genel rijit gerceve tipinde, sadece efilme deformasyonun ﬂtl{lifi goz
sniine alindifn zaman bile 8 ve hilinmeyen ﬂ!’,‘:llﬂﬂl huluu;n‘alftadu. Diger h',I
anlatimla diigim ve kirig dénmesinin (veya yan hareketin) ]112'-1"11{[51 de vardr. $rl;=lul
7 4.34°de bunlarla ilgili birkag ornek g&sterihni_gatir. Sekil 2_4.34’4:11? verilen
sistemlerde diigiim noktasi donmesinden baska, Sekil 2.4.34a, b, c ve h birer yanal
yer degistirme veya cubuk donmesi, Sekil 2.4.34d ve fde ikiser yaP_al_ yer
depistirme veya gubuk donmesi ve Sekil 2.4.34¢ ve g'de liger yanal yer defistirme
veya gubuk dénmesi vardur.

=T

/111 ]

@) (b) © = (@

TH /L

(5] Ea = ':E.}
{E} [ﬂ

Sekil 2.4.34. Tipik yanal hareket yapan gergeveler



2. Hiperstatik Sistemler
2.4.5.1 Yatay ve diisey cubuklardan olusan sistemler

Bu konuyu aciklamak igin Sekil 2.4.35'de gosterilen cerceveyl ele alalim.
Mesnetler hareket etmediginden, bilinmeyen olarak 8 ve 8¢ olmak iizere 2 0 agisi
vardir. Bu durumda B ve C diiiim noktalarn donmeye oldugu gibi yatay harekete
de serbest birakilmstir. Normal kuvvet deformasyonu gbz ards edildifinde ve
cubuklarin kiris dénmeleri kiigik oldugunda B diifiim noktast AB gubuguna dik

(burada yatay olarak) hareket eder. P,
e 5 g | .
Fx 5 B H'. . i % T A
! - A N, Men !
— Uty l"'r! II.I'IIr @ @
= H h] ! Vi Ve
—Wll ; = A
! h =
v A T, PLAZ®
D &:T l \bM 1'!"?-]'}[: ai——
L L _ Ty Mnc%
| A 1>
D

vekil 2.4.35 Yanal yer defistirme sekil 2.4.36 Cubuk ug kuvvetleri



2. Hiperstatik Sistemler

Bu durumda yer degistirme &'dir. Aym anlamda
ve aym sebeple CD kolonunun iist ucundaki C digiim nr::}ﬂm:mn da suaat akrebi
dogrultusunda dinerek yatay olarak hareket etmesi EEI‘E:E_I{', BC c¢ubufunun boy
kisalmasi goz ard1 edildifinden C nin yatay yer degistirmesi de & I:mda}‘ E:Ill:l']ﬂl.ld_ll'.
Elastik egri kirislerinin yer deistirme durumlarn Sekal E.4.§5‘d§ kﬂﬂ}{ glzgl 1}4:
pisterilmistir. Bu diiz kesik gizgiler gubuun elastik egrisini defil basitge elastik
egri kirislerini gosterir. Sekil 2.4.35"den de goriildigii gibl Wae=0,

&
Vas = (o=, (2.4.34)
&

ve (2.4.34) esitliinden & =h,y, yvazilir ve (2.4.35) esitliginde yerine konulursa

h
\.].I' ne = E] 1..|..|'l Eldﬂ Elj.i].l].-

2

(2.4.36)



2. Hiperstatik Sistemler

Bu durumda cergeve ¢ubuklarmmn v agis1 da bir bagimsiz bilinmeyen
olarak tammlanabilir. Burada bu vy, olarak tammlanmigtir. Bu durumda ug
momentlerinin  deferleri bilinmeyen olarak Ba, Bc wve wyi'i icerecektir.
Bilinmeyenleri hesaplamak i¢in gerekli olan 3 esithikien ikisi B ve C diigim
noktalarindaki moment denge sartlarindan elde edilir. 3. statik bagimsiz denge
egitlifi ug kuvvetlerin dengesini saglayacak bagka bir denge sartindan elde edilir.
Bu agafida gosterilmeye galisilacaktir. Kolonlan, kirise ve mesnede baglanan
uglarindan keserek bu uglardaki ue kuvvetleri ve iizerindeki dig yiklerle birlikte
ayn bir cisim gibi diigiinelim. Keza kirisi de kolon iist uglarindan keserek kolon
uclanndaki ug kuvvetleri ve kiris iizerindeki yiiklerle ayn bir cisim gibi diisiinelim.
Sekil 2.4.36°da goriilen her bir serbest cisimde denge sartlan yazilirsa

AB gubugunda moment denge sartindan M ap FMp, =V, h, =0 (2.4.37)

CD gubugunda moment denge sartindan M pe T Mep = Veph, =0 (2.4.38)



2. Hiperstatik Sistemler

BC ¢ubufunda zi’l = () denge sarhmdan Vg, + Vp -P, =0 (2.4.39)
clde edili. Vaa ve Vep'nin 2.4.38 ve 2.4.39 esitliklerinden bulunan degerlen
(2.4.37) esitliginde yerine konulursa

Mﬁﬁ +_MEA L M "_‘__MED =P,
h, h,

elde edilir ve tim terimler h; ile carpilarak

h
M g + Mg +h—’{MD¢ +Mep) =hP, (2.4.40)
F;
azilir. Biylece 3. Bagimsiz statik esitlik elde edilmis olur. Eurﬁtl;:',i_n{:ii esitlik
f{esme esitligi olarak isimlendirilir. iki diigiim noktas1 moment esitlifi ve kesme
taayveti esitligi olmak tizere g esitlikten g, fc ve v hesaplanir.






2. Hiperstatik Sistemler

Ornek 2.4.4
200 kN 100 kN
lﬁ 3 3

TN A, | S— 3 ;

: IET i

¥ ¥ Z

i: |

1) 44 v
’ 4.00 ..L.. 8,00 1,30 | Sekil 2.4.37

Sekilde 2.4.37°de yiikleme durumu ve boyutlant verilen sistemde kesit
L] T B E 2
tesirlerini  hesaplaytmz ve diyagramlarim  ¢iziniz E=2]1x10"kN/m",

[=20800 cm” 'diir.
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Ornek 2.4.5
Sekil 2.4.41°de yikleme durumu ve boyutlart verilen sistemde kesit
tesirlerini hesaplayimniz ve diyagramlanm ¢iziniz.

30 kN/m
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L_ 800 .
Sekil 2.4.41




