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2. Hiperstatik Sistemler

2.5 CROSS-MOMENT DAGITIM YONTEMi

Moment dagihm yontemu genel olarak diigiim noktalan yer degistirme
yapmayan rijit diiiim noktali sistemlerin (gerceve ve sirekli kiniglerin) elle
hesabinda biiylik kolayliklar saflar. Bu yintem 1932 wyilinda Hardy Cross
tarafindan ortaya konmus oldufundan genel olarak Cross vintemi olarak anihir ve
hiperstatik sistemlerin hesab1 ig¢in kullamilan bir iterasyon (ardisik yaklasim)
vontermidir,

2.5.1. Tanimlar

Ny " f l l Lllﬁ , C H D

Sekil 2.5.1 Cubuk ug kuvvetler: ve pozitif vonlen



2. Hiperstatik Sistemler
2.5.1.1 U Kuvvetler:

Cubugun iki ucuna etkiven kuvvetlere ug kuvvetler denir.

M;;, M;i: Sirayla cubu@un i ve j uclaninda etkiven momentlerdir. Bunlara ug
momentleri denir. Diigiim noktalanm saat akrebi, cubufu saat akrebi tersi yoniinde
déndiiren momentler pozitif kabul edilir (Sekil 2.5.1).

Vi, Vii: Swrayla ¢ubugun i ve j uglannda etkiven ug kuvvetlerinin gubuk
eksenine dik bilesenidir. Cubugu kesme kuvveti gibi saat akrebi y&niinde dondiiren
kuvvetler pozitif kabul edilir (Sekal 2.5.1).

Nijy Njis Sirayla ¢ubugun 1 ve ) uclarinda etkiven u¢ kuvvetlerinin cubuk
cksenine paralel bilesenidir. Normal kuvvet gibi gubugu uzatmaya calisan
kuvvetler pozitif kabul edilir (Sekil 2.5.1).

Sekil 2.5.1 Cubuk ug kuvvetler: ve pozitif yonleri



2. Hiperstatik Sistemler

Basit kiriste dis yiiklerden meydana gelen gubuk eksenine dik ug kuvvetleri
Vi ile gdsterilirse 1j cubugunda cubuk eksenine dik ¢ubuk kuvvetleri

M;; + M
1]
M. + M.,
ij 1
Vi = Vp; + — (2.5.1b)

L

yazilir. Buradan gorildaga gibi V ug kuvvetleri Vyp basit kirig ug kuvveti ve ug
momentlerine bagh olarak bulunabilir.



2. Hiperstatik Sistemler
2.5.1.2 Ug Yer Degistirmeleri

Cubugun iki ucundaki donme agisi ve yer degigtirmelerme ug yer
degistirmeleri denir.

Sekil 2.5.2 ij cubufunun ug yer degigtirmeleri ve pozitif yénleri

6; ve B;: Sirayla ij cubufunun 1 ve j uclannda Elastik efri tegetinin cubugun
ilk konumuna gore donme agisidir. Saat akrebi tersi yoniinde pozitif kabul edilir

(Sekil 2.5.2).



2. Hiperstatik Sistemler

Wi 1j ¢ubugunun Elastik egri kirisinin ¢ubufun baglangic konumuna gore
dénme acisidir. Saat akrebi yéniinde pozitif kabul edilir. Bu aym zamanda ¢ubugun
iki ucu arasidaki cubuk eksenine dik rélatif yer defistirmesi nedeni ile gubuk ilk
konumu ve deforme olmus ekseni (elastik efri kirigi) arasindaki dénme agisidir.
Aci1 cok kiigiik oldugundan tanjanti kendisine esittir (Sekil 2.5.2).

Wij=8y /Ly (2.5.2)

8yt 1j cubugunun i ucunun j ucuna gore rolatif yer de@istirmesinin gubuk
eksenine dik dogrultudaki izdiigiimiidiir. Bir u¢ digerine gdre saat akrebi yoniinde
déniince pozitif kabul edilir. Genelde i ucunun ¢ubuk eksenine dik yer degistirmesi
& ve j ucunun ¢ubuk eksenine dik yer degistirmesi &; ve 1 ucunun j ucuna gore
rolatif yer defistirmesi &; =6, — 6, 'dir (Sekl 2.5.2).

Aij: 1) Cubuunun i ucunun diger j ucuna gore rolatif yer degistirmesinin
cubuk ekseni dogrultusundaki izdiisiimiidiir. Iki ug birbirinden uzaklaghg zaman
pozitif kabul edilir (Sekil 2.5.2).



2. Hiperstatik Sistemler
2.5.2 Ankasirelik U¢ Momenileri
2.5.2.1 1ki ucu ankastre cubuk

1 ve ] uglarinda ug yer degistirmeleri sifir olan kiriglere iki ucu ankastre kirig
denir. Bu uglardaki u¢ momentlerine de ankastrelik u¢ momenti denir ve A4 ile
gosterilir. Konu ile ilgili detayh bilgi 2.4 a¢i yontemi béliminde (2.4.2.4)
paragrafinda da verilmistir. Asafida hatirlatma igin tekrar dzet olarak verilmistir,
sekil 2.5.37de 1ki ucu ankastre ve dizgiin yvayih viiklii kins gésterilmistir.

q
e

ERESRETREEN

g ——ir

2, G,l_llil ...... T {E:iji

Sekil 2.5.3




2. Hiperstatik Sistemler

Atalet momenti sabit c¢ubuklar icin agn yénteminde anlatildifi gibi
ankastrelik u¢ momentleni virtiiel 15 yonteminden

B [ L L il

A= | 2[ My, (L~ x)dx ~ [ M, xdx (2.5.3a)
L1 % D ]
? L L i

Mi= 5 [ My, (L-x)dx -2 M, xdx (2.5.3b)
Lo 0 _



2. Hiperstatik Sistemler

|
R = Li*" _[ M, x.dx (2.5.3¢)
5 .
6 L
- [ M, (L x).dx (2.5.3d)
0
tle gosterihir yerine konulur ve gerekl sadelestirmeler vapilirsa
- L£-2
My = ELE{R ve M; :T{R (2.5.3evel)

seklinde yada kuvvet yonteminden bulunur. Defisik yilkler i¢in ankastrelik ug
momentleri Cizelge 2.4.1°de verilmistir.



2. Hiperstatik Sistemler

2.5.2.2 Sag ucu mafsalli sol ucu ankastre ¢cubuk

Sekil 2.5.4

Sekil 2.5.4°de goriildigii gibi sag ucu mafsalll sol ucu rijit diigim noktas:
olan bir cubukta ankastrelik ug momenti genel olarak (2.4.18) esitliginden

L
ﬁf% j M, (L — x)dx (2.5.42)
{0

veya 2.5.3.d esitlifi gbz oniine alinarak
M,=r/2 (2.5.4b)

yazilir, Degisik yiikler i¢in ankastrelik ug momentleri Cizelge 2.4.1%de verilmistir,



2. Hiperstatik Sistemler

2.5.2.3 Sol ucu mafsalh sag ucu ankastre ¢ubuk

] _./

TR T TN TS T TP I T T TR T T ET LA T P R T T T T R reT

1
X | L-x _ v
e —

sekil 2.5.5

Sekil 2.5.5'de goriildiiFii gibi sol ucu mafsalh saf weu rijit diigim noktas:
olan bir cubukta ankastrelik u¢ momenti genel olarak (2.4.24) esitlifinden

_ 3 =
M =~ “ﬂl'jm““ xdx (2.5.4.0)
0

veya (2.5.3c) esitlii gz Oniine alinarak

My=—R/2 (2.5.4d)

bigiminde yazilir. Degisik yiikler igin ankastrelik u¢ momentleri Cizelge 2.4.] "de
verilmigtir



2. Hiperstatik Sistemler
2.5.3. Birim Yer Defistirme Sabitleri

Uc vyer degistirmelerinden birinin bir birim digerlerinin sifir olmasg;
Flu.tl'gmm{da meydana gelen ug kuvvetlere degeri bir birim olan ug¢ yer degistirmesi
ilgili birim yer degistirme sabiti denir.

2.5.3.1 Iki ucu rijit diigiim noktas: olan cubuklar

2.5.3.1.1 Birim yer degistirme sabitlerinin tanimi

1) 8;=1,0,=8;=y; =A; =0 olmasi durumu

Sekil 2.5.6'da i ucundaki dénme agis1 1 ve diger yer degistirmeleri sifir olan

s;uhuuk gosterilmistir. Bu durumda cubuk uclarinda meydana gelen u¢ kuvvetleri
agafida tanmimlanmistir,

Sekil 2.5.6



2. Hiperstatik Sistemler
migi: 0; =1 ?Bj :'E'i_i =W = 4; =0 iken ij ¢ubugunun i ugunda meydana

gelen ug momentidir. Bu durumda i ucundaki dénme agisi 0 iken i ucundaki
¢ubuk u¢ momenti su sekilde yazilir,

Mi_'i :miﬂiej (?-.5,53}

mjgi: 0; =1 .6, =8, =y, =4; =0 iken ij gubufunun j ugunda meydana

gelen ug momentidir. Bu durumda i ucundaki dénme acist 8 tken j ucundaki
¢ubuk ug momenti su sekilde yazilir,

M =my, 6, (2.5.5b)

]

vie: 8; =1,08, = O =W =4; =0 iken ij cubupunun i ugunda meydana

_ge]er{ gubuk E%f..’_-'rﬂ]:l.illﬁ: dik ug kuvvetidir. Bu durumda i ucundaki dénme agis1 0
iken i ucundaki ¢ubuk eksenine dik cubuk ug kuvveti

vij = '1,,|'|;|:II E']. [’2-5.5{:]

olur.



2. Hiperstatik Sistemler

vig: 0; =1 ,0; = Eiij =\ =48 —( iken ij cubugunun j ugunda meydana
selen gubuk eksenine dik ug kuvvetidir. Bu durumda 1 ucundaki dénme agist B
ien j ncundaki gubuk eksenine dik gubuk ug kuvveti

V.

n

5.5d
= Vs, 5 (2.5.5d)

plur.
2) 8,=1,08,=98; =y, =A;; =0 olmas) durumu

Sekil 2.5.7°de j ucundaki dénme agist 1 ve diger yer degistirmeleri sifir ﬂlﬂl’lt
gubuk gosterilmigtir. Bu durumda ¢ubuk uglarinda meydana gelen ug kuvvetler

asafida tammlanmisgtir.

- | ]
g — ’ N
Q\_W/) 0 v M g T I g
Wims = I r——
1H) 9]
Lij . L;
Vil

— =
Vil

Sekil 2.5.7



2. Hiperstatik Sistemler

mg: 0, =1.,0, =8; =wy;=4;=0 iken ij cubugunun i ugunda meydana

aglen uc momentidir. Bu durumda ) ucundaki dénme acist 8 iken 1 ucundaki
=
cubuk ug moment

Mij — Iﬂjulﬂj {2-5-63;1

olur. |
mie;: 0; =1 .8, =8 =y;; =4 =0 iken ij gubufunun j ugunda meydana

gelen ug momentidir. Bu durumda j ucundaki dénme agisi 8 iken j ucundaki
cubuk ug momenti

M. =m0 (2.5.6b)

i i ]
olur.
vie; 9, =1 ,0; =8;; =¥; =Ay =0 1ken ij cubugunun i ugunda meydana

gelen gubuk eksenine dik ug kuvvetidir. Bu durumda j vcundaki donme acist U
iken i ucundaki cubuk eksenine dik gubuk ug kuvveti

Vi = lel-jE'j (2.5.6¢)

1



2. Hiperstatik Sistemler

ge]ﬁn ¢ubuk eksenine dik u¢ kuvvetidir. Bu durumda
iken J ucundaki ¢ubuk eksenine dik gubuk uc kuvveti

v_jg - vjujﬂj [Eﬁﬁd]

J ucundaki donme agis1 6,

olur.

3) 8; =1,y =L—U,E,- =0; =4, =0 olmasi durumu

Sekil 2.5.8"de 1 ucunun j ucuna gore cubuk eksenine dik yer defistirmesi 1
veya 1] gubuBunun elastik egri kirigi donme acisi 1/L; ve diger yer defistirmeleri
sifir olan ¢ubuk gosterilmistir. Bu durumda gubuk uclarnda meydana gelen ug
kuvvetleri asagida tammlanmustir,

Sekil 2.5.8 :



2. Hiperstatik Sistemler

mig: Oy =1,y =1/1;.86, =8;=A;=0 iken i qubugunun i ucunda

meyd&u_a gulen ug momentidir. Bu durumda ij cubugunda iki u¢ arasindaki rélatif
yer degigtirme &; iken i ucundaki ¢ubuk u¢ momenti

M, = ru,-ﬁﬁij (2.5.7a)

ms: Oy =1 My =1/1;,8,=0,=A;, =0 iken ij ¢ubufunun ] ugunda

meydana ge!ﬂjl ug momentidir. Bu durumda ij gubugunda iki uc arasmdaki rélatif
yer defistirme &§; iken j ucundaki cubuk uc momenti

Viet 8y =1 ,y; =1/L4,0, =0, =A; =0iken ij c¢ubugunun i ugunda

meydana qgalen‘:;,uhuic eksenine dik ug¢ kuvvetidir. Bu durumda ij ¢ubufunda iki uc
arasindaki rolatif ver de@igtirme 6; iken i ucundaki ¢ubuk eksenine dik ug kuvveti

1"!"?1" zvi-ﬁﬁﬂ {-;.'.5?13}



2. Hiperstatik Sistemler

vist Oy =1 ,y;=1/L;,0;,=0;=4;=0 1ken ij cubufunun ] ugunda
meydana cubuk eksenine dik ug kuvvetidir. Bu durumda ij gubugunda iki ug
arasindaki rolatif yer defistirme 8ij iken j ucundaki gubuk eksenine dik ug kuvvet

_ 2.5.7d
Vi = Vsd (2.5.7d)

;
bigiminde yazilir.
Betti karsitlik teoremi uyarinca

Mg =Mgs Vg = Migs Vg

joj = Mg

yazihir. Her durum igin gubuk u¢larinda moment denge denklemleri yazilarak

My + I g .
ij
Mgy + TN g 75 8b
Vi =Vie T (2.5.8b)
m;; +m,
Vg =Vig = 5___ I8 (2.5.8¢)

L.
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My Ve Mg Y1 Vg = My VE Vg = M esitliklerinden

Mgy + M g; (2.5.8d)
Mz = Vigi = et
J Lij
Mo 7 0 (2.5.8¢)
m.ﬁ = 'I|,.".E. = it
J 1% L“
ve bunlann degerleri de yerlerine konularak
e 2 T
Vig =Vis = T [2 E = (2.5.81)
elde edilir.
Sonug olarak,

E'j =1,6, =Ei._:|£1|';ij=ﬂ|'i.;|iﬁ Vi Bj:1 :H,:5u=m5;=“iij=ﬂ

ile ilgili ug momentleri belirlenirse diger birim yer degigtirme sabitler bunlara bagl
olarak (2.5.8) esitliklerinden hesaplanabilir.



2. Hiperstatik Sistemler

4) A; =1 ,y; =0, =0; =§;; =0 olmas1 durumu

s e R

I_‘ Lij ._I Eﬁ“lh_;

Sekil 2.5.9

i ; ﬂuij =1 Wy = 0, = Ej = 5-“- =0 iken ij cubugunun i ucunda meydana

gelen cubuk eksenine paralel ug kuvvet. Bu durumda i cubufunda iki uc
arasindaki ¢ubuk eksenine paralel rélatif ver defistirme A;; iken 1 ucundaki cubuk
eksenine paralel ug kuvveti su sekilde yazilir.

Njj = ni Ay (2.5.9a)
ma: Ay =1 ,y; =6, =0, =5[J- =0 iken ij ¢ubugunun j ucunda meydana

gelen ¢ubuk eksenine paralel ug¢ kuvvet. Bu durumda i) cubufunda iki uc
arasindaki ¢gubuk eksenine paralel riflatif yer degistirme A; iken j ucundaki cubuk
eksenine paralel ug kuvveti

Nji = nja Ay (2.5.9b)

olur, Betti kargitlik teoremi geregince nia = ny,"dir.



2. Hiperstatik Sistemler

2.5.3.1.2 U¢ momentleri ve u¢ kuvvetleri

Agt yontemi anlatilirken acilara ve ankastrelik ug momentlerine bagh olarak
yazilan u¢ momentlen burada agiklanan binm yer degistirme sabitlerine ve

ankastrelik ug kuvvetlerine bagh olarak

M =m0, +my0, +m;d; + 3

M.=m

i H- -+ 111 H L mjﬁh.ij + 5"'!_-"

B 18]

Vij = Vigi0; + vigi®; + vigdy + 4

0. +v

1

B+ V50, + Wi

Vi = Vg i6j

ve cubuk eksenine paralel ug kuvvetler de

Ny =n,,A; + 1

H.ii =1'|mﬂu+f|"-§.

seklinde yazilir.

(2.5.10a)
(2.5.10b)
(2.5.10¢)

(2.5.10d)

(2.5.10e)

(2.5.10f)



2. Hiperstatik Sistemler

U kuvvetleri, birim yer degistirme sabitleri ve ankastrelik ug kuvvetler
arasindaki esitlikler matris bigiminde

Mij Fmiﬂi Mg Mg 0 B, .'rMﬂ'
Mj| |myy my my 0 0, M ;|
Vil | Ve Ve va O | 1% @.5.11)
Vil | Vi Ve Vs 0 | 19} |V
N;; 0 0 0 my _".i".l"#
N], ] 0 0 0 Dy | Ay Wﬁ

seklinde yazlabilir.



2. Hiperstatik Sistemler
2.5.3.2 Sol ucu rijit diifiim noktas: sag uen mafsall ¢ubuk
2.5.3.2.1 Birim yer degistirme sabitleri
1) 0, =1 ,8;; =y =A; =M =0 olmasi durumu

Sekil 2.5.10°da i ucundaki donme agis1 1 ve bu ugta diger yer defistirmeler
sifir ve j ucunda ug momenti sifir olan gubuk gosterilmistir. {ld ueu ankastre
cubuktaki degerlerden ayirt etmek igin bu durumdaki degerler lizen ¢izgils olarak
gosteriimistir.

(Cubukta ~moment denge
sartindan

mtEl

L (2.5.12a)

i = Y im

|

1

ve birim yer degistirme tammindan

(2.5.12b)

(2.5.12¢)
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2) &; =1 gy =$,ﬂi =A; =M;; =0 olmas: durumu
i
Sekil 2.5.11de ij ¢ubudunun i ucunun j ucuna gore cubuk eksenine dik
rolatif ver degistirmesi 1 diger yer degistirmeleri sifir ve j ucunda u¢ momenti sifir

olan gubuk gosterilmistir. Iki ucu ankastre gubuktaki degerlerden ayirt etmek igin
bu durumdaki degerler iizeri ¢izgili olarak gosterilmastir.

Sekil 2.5.11 i/
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Cubukta moment denge sartlarindan

_ My

Vis =Vig = . (2.5.13a)

n

ve birim yer degistirme tanimindan

M;; =8, (2.5.13b)
v :

Vi =V; =Vi50; (2.5.13c)
ve Betti karsithk teoreminden

M. =7V E'ﬂ'

i = Vg = Lij- (2.5.14a)

ve

_ Iy,

Vis = vjﬁ =—

== (2.5.14b)
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2.5.3.2.2 Ue momentleri ve kuvvetleri

t Aci }'Ej;:tﬂmi :imlanl]_rf-:en agilara ve ankastrelik ug momentlerine bagh olarak
yazilan ug¢ kuvvetleri burada aciklanan birim ver defristirme sabitlerine ve
ankastrelik ug kuvvetlerine bagh olarak ’ fistime sibilerine e

M =m0, + M0y + M (2.5.15a)
Vi = Vigi0; T Vig0y + W . (2.5.15h)
Vi = Vg0 +¥ 505 + Wi (2.5.15¢)

seklinde de yvazlir,
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2.5.3.3 Sag ucu rijit diigiim noktas: sol ucu mafsalh ¢ubuk

2.5.3.3.1 Birim yer degistirme sabitleri

].] Hj =1 jﬁ“ =1['rij =ﬂ|l ZMﬂ =1{ olmas1 durumu

Sekil 2.5.12°de ] ucundaki
dénme acis1 1 ve bu ugta difer yer
degistirmeleri sifir ve 1 ucunda ug
momenti sifir olan gubuk gosteril-
mistir. Tki ucu ankastre qubuktaki
degerlerden ayirt etmek igin bu
durumdaki deferler iizeri ¢izgih
olarak gosterilmistir.

Sekil 2.5.12

Cubuk iizerinde moment denge sartindan

=y =D (2.5.16a)

ifj # T
L

v

ve birim ver defistirme tanimindan

v,

]

=Vii =Vig!

M =0

s j (2.5.16b,c)
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* 1

2) 6 =1 ,y; = ,0, =A; =M =0 olmas: durumu

Sekil 2.5.13"'de ij cubugunun i
pcunun j ucuna gire gubuk eksenine
dik rolatif yer de@igtirmesi 1, difer
yer defistirmeleri sifir ve 1 ucunda ug
momenti sifir olan c¢ubuk pgoste-
j&  rilmistir. [ki ucu ankastre cubuktaki
degerlerden ayirt etmek igin

Sekil 2.5.13

bu durumdaki degerler iizeri gizgili olarak gOsterilmistir.

(Cubukta moment denge sartindan

m

Ve = Ve =—— (2.5.17a)

ve hirim ver degistirme tanimindan

H_j =ﬁj&5ﬁ, V.=V, =V, (2.5.17b,c)

] Y L ]
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ve Betti kargithk teoreminden

= 19] =
M, =V... — ——— V.. = .. —
i@ i ve i v]ﬁ

Li L;

Mg

(2.5.18a,b)

yazilir. Bu deg@erler yerine konularak ¢ubuk uc kuvvetleri hesaplanr.

2.5.3.3.2 U¢ Momentleri ve kuvvetleri

. Ug momentleri ve ug kuvvetleri gubuk ucunda olusacak agilara, birim ver
degistirme sabitlerine ve ankastrelik ug momentlerine bagli olarak

Mj; =me8; +m;6; + M (2.5.19a)
Vi =Vigt; + V30, + (2.5.19b)
Vi =¥ 0,; + Vis0y + U (2.5.19¢)

hin,:imiuﬂe yazilir,



2. Hiperstatik Sistemler

2.5.3.4 Birim Yer Degistirme Sabitlerinin Hesab:
2.5.3.4.1 Iki ucu rijit diigiim noktasi olan cubuk

A;u yonteminde sabit atalet momentli sistemler icin virtiiel 15 denklemi
yardim ile yazdigimiz (2.4.9a) ve (2.4.9h) esithkleri tekrar g6z 6niine alalim.

|
M;; = 2B = (20, +6, +3y;)+ 74 (2.5.20a)
I
Mji = 2E (8, +28; + 3yr) + 54 (2.5.20b)
Bu esitliklerde:

1) 8;=1,6,=8;=wy; =A; =0 ve ankastrelik uc momentleri de sifir
konulursa

Mij = mig ve Mj = ma;



2. Hiperstatik Sistemler

Degerler yerlerine konularak

2E
Mg ='TI(E}'51+'D+ 0)+0

_4EI
Wioi =77 (2.5.21a)
elde edilir. I/ L. =k deferine rijitlik faktérii denir. I/L yerine bu deger konularak
m = 4Ek | (2.5.21b)
yazilir.
2EI

m g = 2EI/L (2.5.21¢)

yeya
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mie; ve mye’nin yukarida hesaplanan degerleri (2.5.8a) da yerine konursa

4EI/L +2EI/L
Viei = Vioi = L
Viei = Vjoi =§E—I (2.5.21e)
L
veya I/L =k yazilirsa
6k

Viei = Viei = 3 (2.5.211)

elde edilir.

2) 0;=1,8,=0; =vy;; =4 =0 konulursa M; = mjy; ve Mji = mjg Ve

ankastrelik u¢ momenti de sifir olacaktir. Bu degerler yerine konulursa benzer
sekilde

m;e =2EI/L  veya myg = 2Ek (2.5.22a,b)

m;,; =4El/L veya m;y = 4Ek (2.5.22¢,d)



2. Hiperstatik Sistemler

I Ve Mg lerin bu degerleri (2.5.8b) esithZinde yerine konulursa

viﬁ]‘_‘i =Y = ——

i8j I

Vigg =Vig =5 VEYa Vig =V = (2.5.22¢)

yazilir,
3) 8;=Lwy;=1/L ,8;,=0;=0A;=0 ve ankastrelik ug momentleri sifir

konulursa

Mij = misve Mji=m;  olacaktir. Bu degerler yerine konulursa
2EI |
My =—(0+0+3—
8 =T ( L}

_6H 6Fk
AT veya Iy = K (2.5.23a,b)



2. Hiperstatik Sistemler

2FI
m, m—i—{ﬂ+{l+3-]_l—}

]

T =17 veya mg;=-— (2.53.23c,d)

6El  6FI
> 12
Vis = Vs = T L
_. _12EI 12Ek
Vs = Vip T VOB Vig =V = 12 (2.5.23e,1)

elde edilir.



2. Hiperstatik Sistemler

4) Ay =Ly, =8, =0, =8; =0 durunda Ny = Nji=nian=nja olacaktir. Normal
kuvvet etkisinde gene virtiiel is denklemi kullanilirsa

| i ' I’
na — gl — -,
.-ﬂ — e . |
2r —3
. i T 3
Dz, -I-—;'J- . - L —
|! L'if
i- = ——ih

sekil 2.5.14 uglarinda nia=n;s normal kuvveti
bulunan ¢ubukta normal kuvvet diyagrams

T | B j —

._.|_
1 +—

P |

‘:;:HE}T_{I 2.5.15 virtiiel birim yiikleme ve birim yiilkleme
ile 1lgili normal kuvvet divagram



2. Hiperstatik Sistemler

r _ 0
. I = L =1 den
EA N EA
N, = T Ve Dja = Nia = T (2.5.24a,b)
elde edilir.

Ozet olarak bir ¢ubukta atalet momentinin sabit olmasi durumunda birim yer
degistirme sabitlen
Mg =M =4EI/L veya myg =m; =4Ek (2.5.25a.b)

mjei = mioj =2E11’JL cha mjai - miaj = 2Ek (2.5.250.d)

Viei = Vjei = Vigj




2. Hiperstatik Sistemler

6Ek
6El B ~ 6Elk
m;z = M5 = e veya My =mj; =——
_12E1 ~ 12Fk
EA
Njs = M =
elde edilir.

Sabit atalet momentli cubuklar igin ug kuvvetleri

4F1 2EI 6EI

M;; :Tﬁi 4 T 8, + - & + M
2EI 4kl 6EI .
. EI
V--=ﬁiﬁ. +@HE+E ..... "'a"'l_rHj

) I_.R 1 Lz L3 ij

(2.5.25¢,1)

(2.5.252.h)

(2.5.2511)

(2.5.25k)



2. Hiperstatik Sistemler

by + Ui

I} Lg_ 1 LI j Lj i
Nij = &ﬂﬁ -|—_'?|.|I'j'j
L ]
AE
Ny =4y +%; (2.5.26a)
veya matns bigiminde
- _ M.,
M| [4EI 2Bl 6EI 1 |p, i
M| | L L L M
# | 2Bl 4EL 6EL
E E L B (%
Vi| |6EL 6EI 12EL iV
I A R
v, | |6EL 6EL 12EI o V. (2.5.26b)
1 12 12 E ﬁij i
AE
Nol 000 T g
J‘J"'LE | I
0 0 0 = Al |
N L L | i ",




2. Hiperstatik Sistemler

2.5.3.4.2 Sol ucu rijit sag ucu mafsalh cubuk
Ac1 yontemindeki

M; =3E%(Oi +Yy)+ M, (2.5.27)
esitliginde:
1) 6;=10;=y;;=A; =M;; =0 durumunda dig yilk olmadigindan

ankastrelik u¢ momenti sifir ve _M-ij =M,y olacaktir. Buradan

(2.5.28a)

(2.5.28b)

(2.5.28¢)




2. Hiperstatik Sistemler

yeya

2) &;=Lwy;=1/L,0;=A;=M;, =0 durumunda di§ yik olmadifindan

ankastrelik ug momenti sifir ve ﬁij =T1n;; olacaktir. Buradan

m, =3EI/L° (2.5.28e)
veya

m; =3Ek/L (2.5.281)

Vi =V =3El/L’ (2.5.28g)
veya .

Vis =5 =3Bk /L’ (2.5.28h)

yazilir.



2. Hiperstatik Sistemler
2.5.3.4.3 Sol ucu mafsalli sag ucu rijit cubuk

Aci yontemindeki
Y\Zﬁ:m{-(ej +y;) + M, (2.5.29)
esitliginde:

ankastrelik u¢ momenti sifir ve M = mjs olacaktir. Buradan

g =3E[/L veya im=3Ek (2.5.30a, b)

Vi =V =3EI/L’ veya Vg=V =3Ek/L (2.5.30c, d)

2) 80‘ =Ly; = —lI:,Oi =A; =M= 0 durumunda dis yik olmadifindan
ankastrelik ug momenti sifir ve M ji= mjs olacaktir. Buradan

M, =3E[/L* veya mj=3Ek/L (2.5.30e, f)

Vis =V =3EI/L? veya Vjy =V; =3Ek/L’ (2.5.30g, h)



2. Hiperstatik Sistemler

2.5.4.Moment Dagitim Yinteminin Esaslar

Daha Once agiklanan ydntemlerin hepsinde iic veya dértten fazla bilinmeyen
oldugunda hesap isleminde zamanin biiyiik bir kismn bu denklemlerin ¢OzZUmil igin
harcanir. Moment dafihtm yontemi genel olarak bircok benzer denklemin
¢Ozimiinii icermez. Simdi bu vyontemle nasil kisa zamanda hesap yapilacafin,
agiklayalm. Yontem esas itibariyle agiya dayah olarak vazlan ve (2.4.9) veya
(2.5.10) esitlikleri ile tiretilen denklemlerin bir birini takip eden ardisik yaklasim
yolu ile ¢oziilmesine karsilik gelir. Bu ydntemde denklemler yazlmadan adim
adim denge konumuna yaklagilmaktadir. Birinci mertebe teorisinde, aciya dayal;
denklemlerin katsayilar matrisi simetrik ve biitiin minérlere ait determinantlar da
pozitif oldugundan bu iterasyon islemi yakmsaktir.



2. Hiperstatik Sistemler

~ Eger ag1 yontemindeki genel a¢i denklemleri olan (2.4.10a, 2.4.10b)
egitliklerini ve bu béliimdeki (2.5.20a, 2.5.20b, 2.5.27 ve 2.5.29) esitlikleri

M =2Ek;(0; +20; + 3wy ) + 2
veya bu béliimde birim yer degistirme sabitlerine bagh olarak yazilan (2.5.10a, b)

:I'I"'EJI = n]_iﬂiﬁi T Iﬂjﬂjlﬂj » H-Ijﬁhu +r-'1"f]|

esitliklerini ele alirsak bir gubufun ucuna etkiyen momentlerin dért ayn etkinin
cebirsel toplam oldugunu gézlemleriz.



2. Hiperstatik Sistemler

l. Cubuga uygulanan dis yiiklerden olusan ankastrelik ug momentleri, #;, %4;

2. Ug moment: hesaplanan gubuk ucunda elastik egrinin tegetinin dénmesinden
meydana gelen u¢ momentleri, M; = myg#;

3. Elastik efirinin tefetinin ¢ubugun difer ucundaki dénmesinden meydana
gelen ug momentleri, M = myg;

4. Elastik egri Kirisi ile ¢ubuk ekseni arasindaki dénmeden (iki ucun bir birine
gore cubuk eksenine dik rélatif yer degistirmesinden) meydana gelen ug
momentleri, mgsd;
dir.

Toplam ug momenti bu dort etkiden meydana gelen degerlerin cebirsel
toplami oldugundan bunlarin her birinden meydana gelen u¢ momentlerinin ayri

ayrt hesaplanabilecegini dnermek miimkiindiir ve béylece eszamanl olarak etkiyen
dort etkiden olusan sonug u¢ momentine ulasilir.



2. Hiperstatik Sistemler

2.5.4.1-Diidiim Noktalar Sabit Sistemler

Aciklamay: basitlestirmek igin prizmatik gubuklardan olugan bir sistemi 51}3
alalim. Diger bir anlatimla gubuklarin uzunluklan boyunca atalet mfnm‘en_tlun s_ahlt
ve digiim noktalan yer defistirmeyen (sabit ve & rolatif yer defistirmesi ve
dolayisiyla yy agist sifir olan) bir sistemi inceleyelim.

60 kN/m 5 %
Ty i

Sekil 2.5.16



2. Hiperstatik Sistemler

Sekil 2.5.16 daki sistemi goz oniine alalim. Mesnetlerde tutulu dogrultularda
hareket olmaz ise h ve m de dénme olmaz, j ve f 'de dénme olur ancak bunlann da
ankastrelik u¢ kuvvetleri ve birim yer degistirme sabitlerinin hesabinda bu durum
gz dniine alimrsa bunlarin dénme agilarim hesaplamaya gerek yoktur. ig cubugu
bir konsol kiris oldugundan sadece kendi iizerinde etkiyen yiikler nedent ile ug
moment alacaktir. Eger iizerinde yiik yvoksa u¢ momenti de sifir olacaktir. in
¢ubugu da n ucunda eksenine dik olarak hareket edebildigi igin bu ugta gubuk
eksenine dik dofrultuda mesnet tepkisi olmayacak ve dolayisiyla bu cubukta
gfilme momenti ve kesme kuvveti bakimindan ig gubugu gibi davranacaktir. 1
diifiim noktasimn dengesinde bu ¢ubuklar (ig ve in) sadece kendi iizenndek
yiiklerden meydana gelecek ug momentini alr. Difer bir anlatimla bu ¢ubuklarda
sistemin diger ¢ubuklanndaki etkilerden veya diiflime etkiyen bir momentten
dolay1 herhangi bir ug moment meydana gelmez. Bu durumda bilinmeyen sadece 1
rijit diiiim noktasindaki dénme agisidir.



2. Hiperstatik Sistemler

Onee sistemin 1 diigiimiiniin dénmeyecek sekilde kilitli oldugunu digtinelim.
Mafsalli olan £ ve ] mesnetleri kilitlenmez ancak bunlarin ankastrelik ug kuvvetleri
ve hirim ver deffistirme sabitleri bu dzelligi giz dniine alinarak hesaplanir. Ornegin

ij gubugunda ankastrelik u¢ momentleri 7, qufj /8 wve if cubugunda vyiik
olmadifandan 4, = 0 bulunur.
Sistemlerde sadece yiikli gubuklarda ankastrelik u¢ momentleri olusacaktir,

Bu sistemde sadece h1 ve 1 gubuklan yiilkliidiir ve bunlarin ankastrelik ug
momentleri Cizelge 2.4.1den veya (2.5.4) esitliklerinden hesaplanabilir.

7 R
I 5 §
60 kN/m " S0kNm o
RRRER H RESRREEE.
h 3l 21 A
A
1.51 S
{? ¥
=Z=a I
» 6.00m o, 400m o Sekil 2.5.16




2. Hiperstatik Sistemler

1 diigiim noktas: kilitli oldugundan simdi sadece viiklii cubuklarin ucunda
ankastrelik ug momentleri bulunmaktadir. Efer kilit agilir ve diigiim noktas
donerse bu diiglim noktasinda birlesen ig ve in ¢ubuklanimn disinda difier tiim
gubuklarda yeni u¢ momentleri olugacaktir. Diigiim, ankastrelik ug momentlerini
dengelemek igin ¢ubuklann 1 uclarinda yeterli ug momenti olusuncaya kadar
donmeye devam eder. Dogal olarak i diigiimiinde birlesen ve diger uglan rijit
diigiim noktas: ve ankastre mesnet olan ¢ubuklarin bu uglannda da ug momentleri
olusacakiir. Bu érnekte h ve m noktalarinda. 1 diiglimiinde denge saflandifinda,
sistemn son denge konumuna yaklagir ve i diigiimiinde birlesen gubuklarin bu
uglarindaki ug momentleri, ankastrelik ug momentleri ve i diigiimiiniin dénmesinin
sebep oldugu ug momentlerinin cebirsel toplamina esit olur.,

6,00 m




2. Hiperstatik Sistemler

Yukarnida aciklanan iglem genel anlamda bir moment dagitm yontemidir,
Yukaridaki iglemin agiklamasim basitlestirmek igin kesin bir terminolojiyi adapte
etmek uygun olur. Tim digim noktalar donmeye kars1 kilith sisteme wviikler
uygulandifinda olusan uc momentleri ankastrelik uc momenti terimi ile
aciklamr, Digimde kit agildifinda diigiime etkiyen ankastrelik ug momenileri
toplami sifira egit defilse donecektir. Diiglimde bu dénmeyi meydana getiren
momente dengelenmemis moment veya Kilit momenti (M) denir. Kilidi acilan
dengelenmenns moment etkisi altidaka diigiim noktas: déner ve bu noktada birlesen
gubuklarin u¢lannda ug momentleri olusur. Bu u¢ momentleri diigiimde veniden
dengeyi saglar ve bu dagitma momenti olarak isimlendirilir. Diigiim noktas:
dondiigiinde, bununla beraber, ¢ubuklar egilir, her birinin difer uvcunda bu uctaki
ile aym1 yoniinde ug momentleri olugur. Bunlara da gecis momentleri denir. Sekil
2.5.17b’de gorildiigi gibi gubugu saat akrebi tersi yoniinde, diigiimii saat akrebi
yoninde dondiren u¢ momentleri pozitiftir. Kilitli bir i diigiimiine etkiyen
dengelenmemig moment, bu diifiim noktasma rijit olarak birlesmis cubuklann i
uglarindaki u¢ momentlerinin cebirsel toplamudar.



2. Hiperstatik Sistemler

I diigiim noktasinda birlesen gubuklann uclanndaki momentlerin toplarm
ZMU 1se diifiim noktasimin moment denge sartindan

M, '+ZMU = ve M, m—ZMﬁ

olur. Goriildiigi gibi bir kilidin uyguladifi moment o diifiim noktasinda birlesen
¢ubuklarin ug momentlerinin cebirsel toplaminm ters isaretlisidir.



2. Hiperstatik Sistemler
2.5.4.1.1 Dagitma Sayilari

Sekil 2.5.17 i diigiimiinde etkiyen M; momentlerinin gubuklara dagihim

Sekilde 2.5.17a’da giiriilen sisteme i diiiim noktasinda M; momenti etkisin.
M; momentinden i cubugunda birlesen gubuklarin uglanna gelen momentleri (Gekil
2.5.17b) hesaplayalim.



2. Hiperstatik Sistemler

Digiim noktasinda Moment denge denkleminden

Zmi =D=Mi +Mij +Mil? +M'i]|. + M. +Mi.l:| +Mig
M, = —(M; + My, + My, + M, + M, +M,,) (2.5.31)

yazilir. Bilindifi gibi Bernoulli hipotezi gerefince, dii3iim noktasinda birlesen
cubuklarin dénme acilan bir birine egittir. Diger bir anlatimla

0; =0, =0, =0, =6, (2.532)

dir. Sekil 2.5.16 “ya bakildifi zaman ig ve in gubuklarnda ug momentler dogrudan
o cubuktaki denge sartindan bulunabilir. Sekil 2.5.16"daki gibi bu ¢ubuklar yiiksiiz
ise cubuk ug kuvvetleri de sifir olur. Yukanda bunlann deferleri yerine sifir
konularak

elde edilir.



2. Hiperstatik Sistemler

Burada 1 diifiimiine disardan etlkadigi diigiiniilen M;, hesap yonteminde
Mg dengelenmemis veya kilit momenti olarak da diisiiniilebilir. Her ¢ubukta 6;
dénme acisina bagli olarak ug momentleri yazilir. Omegin i ucundaki My, ug
momenti §; acisina baglh olarak

M, =mjg -6,
vazilir ve buradan
M, (2.5.34
- and o P
Mg, )

0; =0, =

olarak hesaplanir. $imdi bu iglemi u¢ momenti alabilen diiglim noktasina rijit
birlesrmis her cubuk icin vazalhim.

1j gubugunun bir ucu rijit diigiim noktas: diger ucu mafsalh oldugu igin

0, =0, =— (2.5.34b)




2. Hiperstatik Sistemler
if gubugu bir rijit diifiim noktas: diger ucu mafsalh oldugu icin

M.
a. =E'il? z_—!l': {2.5.34':]

: Mg;
1m ¢ubugunun bir ueu ankastre bir ucu njit diiiim noktas: oldugu icin

M.
- (2.5.34d)

i m o T3
Mg

dir. (2.5.32) esitliginde her ¢cubugun ucundaki acilar yerine (2.5.34) esitliklerinde
bulunan degerlen yerine konulur ve paylarn toplaminin paydalarnn toplamina esit
oldugu gz oniine alimirsa

M. M. M. M. M. + M. +M., + M. _M.
i M, _ VT Vet Vi _ M5 535

]J —_ im -—c—_——e e T

b =i =% - __im i, —i . —if im
My My My My Mg+ Mg + Mg + Mg Zmiﬂi

elde edilir.



2. Hiperstatik Sistemler

Bu a:sittiklr:rdf:ﬂ
W

:h

mj, Zm

yazilarak ih ucundaki u¢ momenti

iJ1
L"a'll
M ik

Zm

seklinde elde edilir. Burada

iJ:u
|'E'|

Zm ifi

ile giisterilir ve 2.5.36.b esitlifinde yerine konulursa

M, = -1, M,

bigiminde bulunur. Burada r degerine dagitma sayis1 denir.

(2.5.36a)

(2.5.36b)

(2.5.36¢)

(2.5.36d)
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M . m
_]JI : Mrg =— -M, Fi = 4 ve Mi} __I_UM:
M jg; E'ﬂl Zmlﬂ' Zmﬁi
(2.5.37a,b,c,d)
M, m i
MI..E.... S — .| . Mi , By = i v Mif =~"—ri|-I"l-"I.i
Mg Zm Zmnﬂi me
(2.5.38a,b,c.d)
im im
El-?: _ - M., M., =- Tg; M., 7, LT ve M. =-r,_ M,
Mig; Z Mg Z Mg Z‘mzﬂ

seklinde yazilir,

M, + My + M, + M

(2.5.3%a,b,c,d)

esitliginde Mjy’ler yerine (2.5.36), (2.5.37), (2.5.38) ve (2.5.39) esitliklerindeki

degerleri yazlarak
—I'ﬂ]Mi _I-E_J-M] — EiEMi —I'imM5=—M-l



2. Hiperstatik Sistemler

“"'MEZI"LI-: = —Mi
elde edilir. Bu esitlige gire dagitma sayilan toplami Zr:k =1 olur. Genel olarak
n sayida gubugun birlestigi bir 1 diigiim noktasinda ij gubufuna ait dafitma sayisi

ML (2.5.40)
> mi;
el

seklinde yazilir.

Goriildiigii gibi M; dis momenti veya i ucundaki dengelenmemis moment r
dagitma sayisi ile carmlip isaret degistirilerek u¢ momentleri elde edilmektedir.
Diger ucu mafsalli, sabit mesnet ve ¢ubuk ekseni dogrultusunda kayic
mesnet olan ¢ubuklarn birim yer degigtirme sabitlerinde bu durumlar gbz Gniinde
tutularak mg; "ler yerine mg; lerin alinmasi gerekmektedir.



2. Hiperstatik Sistemler
2.5.4.1.1.1 Sabit atalet momentli cubuklar

iki ucu rijit diifiim noktas: olan sabit atalet momentli cubuklarda

m;e =4EK ve bir ucu rijit diger ucu mafsalli atalet momenti sabit ¢ubuklarda
Sekil 2.5.16"da boyutlan verilen sistemde birim yer degistirme sabitleri

ih gubugunda k;, =31/6 ve mly =4Fk =4E x3I/6=2EI
ij gubugunda k; =2I/4 ve m}); =3Ek =3Ex2I/4=15EI
il gubugunda k;, =1/3 ve miy =3Ek =3EI/3=EI

im ¢ubugunda k,, =1,51/3 ve m}y =4Ek =4E x1,51/3 = 2EI

seklinde bulunur.



2. Hiperstatik Sistemler
Bu degerler yerine konularak i diiftimiindeki dafitma sayilar

2FI 2B

]_'iII = S — = D._'Il
ZEL+153EI+El+2El 6.5E]
1.5EI

[']j = — =,
6,5EI

El
= ———=1{)15
fie = 6,5E1
ZFI
o= =031
Er S5ET
seklinde hesaplamir.

Kontrol : » r=0,31+0,23+0,15+031=1

oldugundan bulunan degerler dogrudur.



2. Hiperstatik Sistemler
2.5.4.1.2 Gegis sayilar:
2.5.4.2.1 j ucundan i ncuna gecgis

Simdi gegis momenti terimini aciklayalim. Sekil 2.5.18"de gosterildigi gibi j ucu b
leadar dinen ve ucunda Mj dafitma momenti olusan herhangi bir gubufu goz
spiine alalim. j noktasimin kilidinin agik ve donebildigini ve 1 noktasimn kilith ve
donme acismun sifir olduguna dikkat edelim. Cubukta lineer yer defistirme de
olmadifindan &; =y = 0’dr.

Mi Mii Bu durumda ug momentleri
| I'I'jl -
i «— f) M;=myB, ve M;=m;6,
J yazilabilir. Burada 2. esitlikten
o - Mit
J
M joj
Mg
M =—"M; elde edilir. (2.5.41)

n



2. Hiperstatik Sistemler

Mg

iste burada — degerine j'den i'ye gegis sayisi denir ve i, ile
'| '
18]
gisterilir. ji indisi j ucundaki daitma momentinin 1 ucuna gegigini gostermektedir.
Bu durumda
oy = (2.5.42)
T 564
ve
M = 1M, (2.5.43)

seklinde yazmlir. Cubuk boyunca atalet momentinin sabit olmas: durumunda
my =2Ek ve m; =4Fk oldugundan

_ 2Ek
KL ATk
;=03 (2.5.44)
bulunur ve

M, =0,5M; olur. (2.5.45)



2. Hiperstatik Sistemler

2.5.4.2.2 i ucundan j ucuna gecis

Sekil 2.5.19°da gosterildigi gibi i ucu 8 kadar dénen ve bu ucunda M;
dafitma momenti olusan herhangi bir gubugu giz Gniine alalim, i noktasinin
kilidinin agik ve donebildifini ve j noktasimn kilitli ve dénme acisimn sifir
olduguna dikkat edelim. Cubukta lineer yer degistirmede olmadiindan B =i =0

dir,
Mi_'i M]i Mij = lTI[E;E'[ Ve M_ii. - lleﬂi'Eﬁ
Ci ‘D yazlabilir, Burada 1. esitlikten
T. Li ..l M,
Vi Ly Vii B =—
Sekil 2.5.19 Migi
bulunur ve 2. esitlikte yerine konulursa
M. = 8y (2.5.46
Tomy 40

elde edilir.



2. Hiperstatik Sistemler

= m I - _ .
Iste burada mﬁ degerine i’den j’ye gecis sayis1 denir ve Wy ile
i8i

gosterilir. ij indisi i ucundaki dagitma momentinin § ucuna gecisini ghstermektedir,

Bu durumda

R
Hi; — (2.5.47)
Ve
M =p;M; (2.5.48)

seklinde yazilir, Cubuk boyunca atalet momentinin sabit olmasi durumunda
m_‘i‘ﬂi :EE!{ Vo 111:-,“1- T‘{r‘:E-]!'[ n]dﬂg”ﬂﬁ]ﬂﬂ

_ 2Fk

i = 4Rk

w; =05 (2.5.49)
Ve

M =0,5My (2.5.50)

olur. Gorildiigi gibi atalet momenti sabit gubuklarda hem i’den J've ve hem de
j’den i've gecis savis1 0,5 "dir.



2. Hiperstatik Sistemler

2.5.4.2 Hesaplama islemi

2.5.4.2.1-Dengeleme

1) Sistemin tiim rijit diigiim noktalar kilitlenir (Sekil 2.5.20a). Bu dummdslt
fim rijit diigiim noktalarndaki cubuklann ucunda sadece kendi lizerlerindelka
yiiklerden meydana gelen ankastrelik ug momentleri vardir ve diigiim noktalarmin
dengelenmemis (kilit) momentleri bu ankastrelik ug momentlerinin  cebirsel

toplamdir ($ekil 2.5.20b).

2) Once bu diigiim noktalarindan biri, Srnegin kilit momenti en bilyiik olam
serbest birakihr (Sekil 2.5.20c).

B Min= (Min +M'in)
L AN Y e e {EED M;
| N Mmt“ sl A%

L L

—1= Min Mim= ( Mim +Mim)
| Mik= - Mip + Mjj + Min + Mim)
(2) (b) (¢)

sekal 2.5.20



2. Hiperstatik Sistemler

Bu diigiim noktas1 Ab; kadar dénerek denge duru-
muna gelir. Bu sirada bu diifiim noktasinda birlesen gubuklarin iki uglarmda yeni
uc momentleri meydana gelecekti. My momentini uygulayan bir kilidn
kaldirilmasindan meydana gelen tesirler ile diigiim noktasina disandan —Msg
momentinin veya ona egit olan u¢ momentleri toplaminin uygulamasindan
meydana gelen tesirler bir birine esittir. O halde bir i kilidinin kaldirilmasindan 1
cubuklarinin i ucunda meydana gelen ug¢ momentleri, mevcut ug momentlers
toplami olan My = (M + My + Min + Mim) dengelenmemis moment degerinin
dagitma sayilan ile ¢arpiminin ters igaretlisi olarak elde edilir. Bunlara dagitma
momentleri denir ve M’ ile gésterilir ve degerler

M, = _l_jJ:nMiF.? er-J :_rijMil-:l M:n =_1.i:1M'LkJ Illrlj::rn m_l.l:lrltll"llliiil'. (ESEL}

ih
seklinde elde edilir.

3) Bu u¢ momentleri (dafitma momentleri) gecis sayilart ile garpilarak
cubuklarin diger uglarmdaki momentler bulunur. Bunlara gegis momentleri demr
ve M" ile gosterilir ve degerleri



2. Hiperstatik Sistemler

M;i = HihM;h 3 Mr;; = I-"ijMEj ] Mii = "LinM{ M:m = ”’imM;m (2;552}

L »

seklinde yazilir. Bu durumda denge konumuna gelen i diigiimiinde birlesen
¢ubuklann bu uclarmdaki ug momenti

M= M+ M; (2.5.53)
olur. Cubuklann kilitli diger uglarindaki u¢ momentleri
Miji= M+ Mgi (2.5.54)

olacaktir. Kilidi kaldnlms olan bir i diigiim noktas: kendi kendine denge
konumuna geldigi igin, i diigiimiinde birlesen gubuklarin M; u¢ momentlerinin

toplamu sifira esit olacaktir. Bunu belirlemek igin dafitma momentinin altlan
gizilir,



2. Hiperstatik Sistemler

4) 1 diifiim noktasinda kilidin kaldiriimasindan dolay1 bu noktada meydana
gelen Al donme agis1 bu diigiimde birlesen gubuklardan herhangi birinin ucunda

meydana gelen Mij dagitma momentinin kendisine ait m;§); birim yer defistirme

sabitine bdliinerek
M. '.
AB, =—2  veya AB, = Mhl’l"" (2.5.55)

1
m

seklinde elde edilir.

5) Swrayla biitiin diiglim noktalarindaki kilitler birer birer kaldinlip yeniden
talalarak sistem adim adim kendine etkiven dis yiiklere ait denge konumuna
yaklagtinhir. Her adimda, diger bir anlatimla her diigiim noktasmm agilmasinda,
yapilan iglemler yukanda anlatilanlarm aymdir. Kilidi agilan diigiim noktasinda
gegis momentlerinin de bulunmasi durumunda i diigim noktasindaki Mg kilit
momentlerinin (dengelenmemis momentlerin) hesabinda o diigiimde birlesen
gubuklarin - uglarindaki ankastrelik u¢ momentlerinin  yamnda M"  gegis
momentlerinin de katilmas: gerekir.

My = D %, £ M7, (2.5.56)



2. Hiperstatik Sistemler

6) Sistemdeki tiim diifiim noktalarinda 1. dengelemeler bittikten sonra My
kilit momenti dederleri o diigiim noktasinda son dengelemelerden gecmis olan ve

dengeyl bozan o diifim noktasinda birlesen tiim cubuklardaki ME gecis
momentlerinin toplam olacag dogaldir. Diger bir anlatimla

M, = > M] (2.5.57)

olacaktir. Yukandaki agiklamalardan da agikca anlasildign gibi serbest birakilan bir
i diipiim noktasinda dengenin tekrar saglanmasi igin bu diiftim noktasinda birlesen
gubuklarin uglarindaki dengeyi bozan gegis momentleri toplarm ile hemen altina
yazilan yeni da@itma momentleri toplam sifira esit olmalidir. Bunun igin 2. ve
daha sonraki dengelemelerde ge¢is momentleri toplarm dafitma sayilarn ile :;amlh}-f
isaretleri degistirilerek ¢ubuklarn aym ( 1 )} uglarina yazilir. Bu dagil_ma momentleri
gepis sayllan ile carpilarak cubuklarin diger j uglarina gegis momenti olarak yazlir.



2. Hiperstatik Sistemler
Bu islem vyeter derecede tekrarlandiktan sonra her diifiim noktasinda

dengelenmermis | M" gecis momentlerinin toplamumn sifira yaklaghf goriliir. Bu
toplamun ters isaretlisi olan kilit momenti de sifira yaklagmig olacafindan sistem
kendisine etkiyen dis yiikler icin denge konumuna ulasmug sayilabilir. Bundan

sonra bu dengeleme islemine son verlir.

7) Her gubugun ucundaki sonug ug momentlen
M = My + D My + ) M} (2.5.58)
esitligl ile hesaplanir.

Ornek 2.5.1

Yukarida anlatilanlari daha iyi anlamak ig¢in Sekil 2.5.21°de venlen iki
aciklikly, iki kath 9 diigiim noktah sistemi ele alip yapilacak iglemlert bu sistemn

izerinde agiklayalim.

1. Sistemin her bir diifiiim noktasinda birlegen gubuklann her diigiim noktasi
i¢in mig; degerleri hesaplanir,

2. Her diigiim noktasinda ry dafitma sayilan hesaplamir ve diifiim noktasinda
uygun yerlere yazilir.



2. Hiperstatik Sistemler

3. Gegis sayilan hesaplanir ve gubuklar iizerinde uygun yerlere yazilir.
Atalet momenti sabit cubuklarda gecis sayis: 0,5 oldugundan yazilmadan da islem
yapilabilir.

4. Her cubuk icin ankastrelik u¢ momentleri hesaplamir ve miimkiin
oldugunca dagitma sayilarinin altina veya yan taraflarina yazihr.

5. Tiim diigiim noktalan kilitlenir ve dengelenmemis momenti en biiyiik olan
diigiim noktasimn kilidi acilarak dengelemeye baglanir. Gergekte herhangi bir
diigiim noktasindan baglanilabilir. Dengelenmemis momentin en biiyiik oldugu
noktadan baslanirsa islem biraz daha kisa zamanda tamamlanabilir. En azindan bir
iki dengeleme az yapilmis olur.

Dengelemeler, dafitma sayilari, gegis sayilan ve ankastrelik ug mﬂmentlar@
bu sekilde sekil iizerine yazlarak dengeleme sekil iizerinde yapilabileceZi gibi
dzellikle cok kathi ve diigiim noktas: sayisi fazla olan sistemnlerde gizelgede de

yapilabilir. flerideki @&rneklerde c¢izelge ile dengelemenin nasil yapilacagh
gbsterilecektir.



2. Hiperstatik Sistemler

M s
Mﬂﬁ
rz; | Mas
Is | Ti2 | Bz R Mz | Iz | Tis i
il
Mia | Lo Ha My |2 M “Ha2 Mz I Mg
" [ ' r " v
e | M, My, 23 Mz [ Mg
# P m 7 P r
M;, M, M3, Mas M, M3
Mld
! ! !
41 =\l = o | | = 2= -
M" E = i E :{ = = MI&J
41 51 T
# T 63
M., ! 32 . Mg y
M4 4] Mea Tsa2 Iss Mssg I3 4
r47 | T'45 _ﬂ.. rsq | Iss Hes Tss | Tas
——— —— —
M7 44 H34 Msa S| Mss Mas Ms 6] A 49
[ al o L P r
_.[""":!:4—. '\ki 45 AR M“'\-ﬁ ["I-"].l:._;_ MS-I-
Lo | Mas M, | Msg M gs
i m
45 54
I &
M74
"
I""'I:I--:-*I- MES
T@ Mia H.:Eﬁ Mzs 9;%

sekal 2.5.21



2. Hiperstatik Sistemler

0. Asagida belirtildig: sekilde dengelemeler yapalir.

1. Dengeleme

En biyilk dengelenmemis momentin 4 digim noktasinda oldugu
varsayilarak dengelemeye bu diigiim noktasindan baslamilmustir. Ik dengeleme
oldufundan dengelenmemis moment (kilit momenti) bu diigiim noktasmdald
moment denge sarhindan ankastrelik ug momentleri toplamu olacakir.

4 diigiim noktasinda Z M, =0 denge sartindan
Dengelenmemis (kilit) momenti Max = Ma1 + M as + Mag
Dagitma momentleri MYy, =M1y, M =—M,, 1, Mi; =M1

Gegis momentleri M7, =M1y, Mg, = Misp,s, M7, = M,

pulunur ve M dagitma momentlerinin alt: veya Ustil ¢izilir (M, . M4z ve M'as).



2. Hiperstatik Sistemler
2. Dengeleme
6 diigiim noktasinda ZMﬁ = () denge sartindan,
Dengelenmemis (kilit) momenti Mg = M + Mes + Eﬁg
Dagiitma momentleri Mj; =M, rgy , Mgs = Mg, rgs, Mg =M, 1
Gecis momentleri Mg = Mg  Mig = M,

bulunur ve M’ dagitma momentlerinin alt: veya {istil ¢izilir.

3. Dengeleme

2 diigiim noktasinda ZH: = {} denge sartindan,

Dengelenmemis (kilit) momenti Mz, = M a1 + M 23 + B as

Dagitma momentleri M3y, = -My, 1y, M3 = —Mpyras, Mys =My, 1o
Gegis momentleri MY, = Mj 1y, Ma; = Mjshys, 52 = Mashss

bulunur ve M’ dagitma momentlerinin alt1 veya stii ¢izilir.



2. Hiperstatik Sistemler

4. Dengeleme
4. dengeleme 1, 3 ve 5 diigiim noktalarindan birinde yapilabilir. Burada 5

diifiim noktasinda yapilacaktir. Bu diiim noktasinda dengelenmemis moment
olarak ankastrelik u¢ momentleri ve gegis u¢ momentlerinin toplarm olacaktir.

5 diigiim noktasinda ZM5 = () denge sartindan,

Dengelenmemis (kilit) moment
Max = M sz + Msq+ Mss + Msz + My, + M5, + Mg

D:—iﬁ,‘llﬂlﬂ momentleri M;I = _M:'il-:: Tea 5 M;.; = _M:.‘Ikrj_,j‘ 3 M‘j.ﬁ, — _Mj]{rjﬁ
M.:Ls: =M, 15

Gegis momentlen M3, =Mgus,, Mig=Mp,,, Mgs = M;lﬁ”‘_ﬁ.ﬁ
M ES = Mr:-:-: sy

bulunur ve M" dagitma momentlerinin alt1 veya tistii ¢izilir.



2. Hiperstatik Sistemler

3. Dengeleme

| diigiim noktasinda ZM; =0 denge sartindan,
Dengelenmemis (kilit) momenti My = M1s+ M1z + M, + M7,
Dagitma momentleri M}, =M, r,, , M}, =M1,

Gegis momentleri M3, = Mi,p,, , M, =Mi,p,,

bulunur ve M" dagitma momentlerinin altlan cizilir.



2. Hiperstatik Sistemler

6. Dengeleme
3 diigiim noktasinda ZM3 =0 moment denge sartindan

Dengelenmemig (kilit) momenti M = M3+ 35 + M5, + M7,

[

Dai{itmﬂ mﬂmﬂﬂﬂﬂri TI'-T[E — _M]k]-EZ . M_‘.,,_:; — _Mmr_'.,,r,

Gegis momentlernt  M3; =Mjp,,, Mg, = M,

bulunur ve M" dagitma momentlerinin altlan ¢izilir.

Boylece tiim digiim noktalannda 1. dengelemeler tamamlanmis olur.
Bundan somra artik diigiim noktalarmdaki dengelenmemis momentler cubuk
uglarindaki gecis momentlerinin toplam olur,



2. Hiperstatik Sistemler
7. Dengeleme

4 diigiim noktasinda ZM 4 =0 denge sartindan,

Dengelenmemis (kilit) momenti Mg = M7, + M.

Dagitma momentleri M, = M, 1,,, M’ =—M,,r,., a7 = —M 4 T
Gegis momentleri My, EM:HJJ‘#-I! M5, = Mislys, M7, = Mip,,

bulunur ve M" dagitma momentlerinin alt: veya iistii cizilir. Bu isleme her diigiim

noktasindaki dengelenmemis momentlerin toplarmmn sifira yaklasmas: durumuna
kadar devam edilir.



2. Hiperstatik Sistemler
2.5.4.2.2 U¢c Momentleri ve Egilme Momentleri

Her ¢ubugun ucunda bulunan M ankastrelik u¢ momentleri, M’ dagitma

momentleri ve M" gecis momentleri toplanarak ¢gubugun o ucunda meydana gelen
sonug ug momentleri elde edilir.

M = M; + > Mj+ > Mj (2.5.58)

Bunlardan bakas yinil dikkate almarak egilme momentleri ve igaretlen
belirlenir.

2.5.4.2.3 Cubuk Eksenine Dik Ug Kuvvetleri ve Kesme Kuvvetleri

Her ¢ubukta denge denklemleri yazilarak; Vo, ug momentleri sifir olan

cubuktaki ug kuvvetleri olmak fizere ¢ubuk eksenine dik ug kuvvetleri ve kesme
kuvvetlen

Ml.j;-mjj ve V= Vyy + M;; +M;; (2.3.59.aveb)

Ju
ij 1]

V= Uﬂi_i +

seklinde veya dogrudan gubuktaki moment denge denklemlerinden hesaplanar.



2. Hiperstatik Sistemler
2.5.4.2.4 Cubuk Eksenine Paralel U¢ Kuvvetleri ve Normal Kuvvetler

Sistemin dagiim noktalarinda kullamimayan ZPJ; =0 wve ZP;J:U
sartlanndan gubuk cksenine paralel Ny u¢ kuwvetleri ve normal kuvvetler
hesaplanir.

2.5.4.2.5 Mesnet TepkKileri

Mesnetlerin bulundu@u uglardaki ug kuvvetleri ve denge sartlan goz dniinde
tutularak mesnet tepkileri hesaplamr.

2.5.4.2.6-Diigiim Noktalarimin Diénme Ag¢ilar

Herhangi bir i diigiim noktasindaki ©; donme acgis1 bu diiiim noktasinda
birlesen ¢ubuklarin her birinin veya herhangi birinin i ucundaki M’ dagima
momentlerinin toplam o ¢gubuga ait mis; birim yer defigtirme sabitine boliinerek

n
Z M!jj,m |
0 =m=l_ (2.5.60)

1]
Mg

seklinde bulunur, Burada m o diifiim noktasindaki dengeleme adim numarasim ve
n toplam deneeleme savisim gisterir.
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2. Hiperstatik Sistemler
Ornek 2.5.2

E
1,51 2
| 6,00 m 4,00 m -'
-I- P——— ..I.q' — ._[
Sekil 2.5.22

Sekil 2.5.16’da boyutlan ve vyiikleme durumu wverilen sistemde kesit
tesirlerini hesaplaymz ve divagramlarim giziniz.



ODEV 1

Ornek 2.5.3

20kMN 6OKN/m S0KIN

|
L?.ﬂﬂ' H;-L 800m . 600m ‘ 4,00 m ;%

Sekil 2.5.27

Sekil 2.5.27 de yiikleme durumu ve boyutlan verilen sistemde
a) Kesit tesirlerini hesaplayiniz ve diyagramlarini ¢iziniz.

b) 2 ve 3 noktalarindaki dénme agilarim hesaplayimz.



