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ÇÖZÜM STRATEJİLERİ



• Önceki ünitelerde elastisite teorisinin temel alan denklemleri 

oluşturulmuştu. 

• Bu alan denklemleri, inceleme altındaki cismin içindeki her 

noktada gerilme, gerinme ve yer değiştirmeler arasında 

diferansiyel ve cebirsel sistem denklemlerini oluşturur. 

• Bu ünitede, alan denklemleri ile kullanılmaya uygun olan sınır 

şartları oluşturulacaktır. 

• Sınır şartları, cismin sınırında olan fiziki olayları ve iç gerilme, 

gerinme ve yer değiştirmeleri oluşturan yükleme verilerini 

belirtmektedir.

• Her problem için alan denklemleri aynı olmasına rağmen sınır 

şartları farklı olmaktadır.

• Sınır şartlarının  doğru olarak belirlenmesi problem çözümü 

için çok önemlidir.





Alan Denklemlerinin Tekrarı

• İndeks notasyonunda;

Gerinme-yer değiştirme bağıntıları:

Uygunluk bağıntıları:

Denge bağıntıları:

Elastik bünye kanunu:

Verilen ifadeler, elastisite teorisinde izotrop lineer elastik 

malzeme için bünye (malzeme) kanunu, yani Hooke Yasası’dır.



• Uygunluk bağıntıları yer değiştirmelerin sürekli ve tek değerli 

olmasını sağlar ve gerinmeler rastgele  belirlendiğinde 

gerekmektedir.

• Elastisite teorisinde, genel sistem denklemleri 

oluşturulduğunda uygunluk denklemleri bir tarafa bırakılır. 

Sadece gerilmeye bağlı denklemler  oluşturulduğunda 

kullanılır. 

• Sonuç olarak elastisite alan denklemlerinin genel sistemi  

önceki slaytta gösterilen 15 adet denkleme işaret eder. Tüm 

sistem  index notasyonunda yazıldığında; 

• Tam denklem sistemi



• Bu sistem 3 yer değiştirme ui, 6 gerinme eij ve 6 gerilme σij

olmak üzere 15 bilinmeyen içerir. 

• Denklemde noktalı virgülden sonraki terimler sistemin ayrıca 

iki elastik malzeme sabiti (izotropik malzemeler için) ve cisim 

kuvvet yoğunluğuna da bağlı olduğunu gösterir. Bu terimler  

problem formulasyonuile önceden verilmelidir.

• Denklem sayısı, bilinmeyenler sayısı ile eşittir.

• Fakat bu tür karışıklıktaki bu genel denklem sisteminin 

analitik metodlar ile çözümü esasen mümkün olmadığından 

daha fazla basitleştirmeler yapılması gerekmektedir.



• Sınır Şartları ve Temel Problem Sınıflandırması

• Diğer Mühendislik bilimlerine (akışkanlar mekaniği, ısı iletimi 

ve yayımı, elektromanyetik) benzer şekilde yukarıda verilen 

denklem sisteminin çözümü incelenen cisimde uygun sınır 

şartları gerektirir.

• Elastisite uygulamaları için yaygın sınır şart tipleri normalde 

cismin nasıl mesnetlenme ve yükleme özelliklerini içerir. 

• Bu kavram, yer değiştirmelerin ve yüzey kuvvetlerinin sınır 

noktalarında belirlenmesi ile matematiksel olarak formüle 

edilir.

• Bu genel fikir, yüzey kuvvetleri, yer değiştirme ve karma 

olarak 3 durum için Şekil 5-1’de gösterilmiştir.

• Yüzey kuvvetleri St sınırında, yer değiştirmeler Su sınırında 

belirtilmiş olup toplam sınır S = St + Su





• Sınır şartlarının değişik tipleri de oluşabilir. 

• Aynı sınır noktasında, hem yer değiştirme ve hem de 

kuvvetlerin belirtilmesi genelde mümkün olmamasına rağmen 

yer değiştirmenin bir kısmı ile kuvvetlerin bir kısmının 

belirtilmesi mümkündür.

• Bu tip karma durum, iki farklı dik yönde kuvvet ve yer 

değiştirmenin belirtilmesini içerir. 

• Buna yaygın olarak Şekil 5-2’de gösterilen örnek, simetri 

yüzeyinde sıfır yer değiştirme ve sıfır teğet kuvveti içeren 

durumdur.

• Bu örnekte cisim simetri doğrusundan bölünerek yeni sınır 

yüzeyi ve oluşturulmuş ve analiz için küçük bir bölge elde 

edilmiştir.





• Sınır şartları problemi tanımlayan koordinat sistemi 

kullanılarak belirlenir ve sonra belirli yer değiştirme ve kuvvet 

bileşenleri belirlenen değerlere eşitlenir. 

• Yer değiştirme durumu için bu tür bir tanımlama açıktır ve yer 

değiştirmelerin sıfır olduğu ankastre sınırlar yaygın bir örnek 

olarak verilebilir.

• Kuvvet durumu için tanımlama biraz daha karmaşıktır.

• Sınırların kartezyen koordinat veya kutupsal koordinat 

sistemlere denk geldiği belirli durumlar  Şekil 5-3’ de 

gösterilmiştir.

• Kuvvet tanımlaması gerilme tanımlamasına indirgenebilir.





• Kartezyen koordinat siteminde, y-yüzeyi için; normal gerilme 

σy, teğet gerilme ise τxy ve σx gerilmesi sadece alan içerisinde 

var olmaktadır

• Benzer şekilde x-yüzeyi için; normal gerilme σx, teğet gerilme 

ise τxy ve σy gerilmesi sadece alan içerisinde var olmaktadır.

• Aynı durum polar koordinat sistemi içinde geçerlidir.

• Şekil 5-3’de gösterildiği gibi, sınır boyunca uygun element 

çizimi söz konusu yüzeye etkiyen belirli gerilme bileşenlerinin 

açık şekilde görülmesini sağlar.

• Bu tür çizimler ayrıca sınır gerilmelerinin pozitif yönlerinin 

belirlenmesini de sağlar ve ayrıca belirli sınır yükleri ile uygun 

bir karşılaştırma içinde kullanışlıdır. 





• Dikdörtgen plak problem için dört sınır yüzeyi aynı zamanda 

koordinat yüzeyidir. Bu durum belirli sınır şartlarının 

tanımlanmasını kolaylaştırır.

• Sol kenardaki ankastre durum, x=0 yüzeyinde x ve y yer 

değiştirmelerin sıfır olmasını gerektirir. Bu tanımlama yüzey 

koordinat yüzeyi olmasa da değişmez.

• Diğer üç yüzeydeki kuvvetlerin tanımlaması basittir çünkü bu 

yüzeyler koordinat yüzeyleridir.

• İkinci örnekte ise eğimli yüzey koordinat yüzeyi değildir. 

• Ankastre kenar ile üst yüzey koordinat yüzeyi olduğundan ilk 

örnekteki gibi aynı yöntem uygulanır ve şekilde gösterilmiştir. 

• Fakat eğimli yüzeyde,  yüzey gerilmeleri sıfır olur ve bu 

durum basitçe tek bir gerilme bileşeninin sıfır olması tanımı ile 

yapılamaz. 



• Eğimli yüzeyde her bir gerilme 

bileşeni sıfıra eşitlenir. Bu durumda;

burada nx ve ny eğimli yüzey 

normalinin bileşenleridir. 

• Bu daha genel tanımlama şeklidir ve 

x, y sistemindeki tek bir bileşenin 

hiçbirinin sıfır olmadığı açıkça not 

edilmelidir.

• Ayrıca bu problemde, eğik yüzeyin 

normalinin bileşenleri eğik 

yüzeydeki her noktada aynıdır. 

• Fakat eğrisel yüzeylerde normal 

vektörü yüzeydeki konuma göre 

değişmektedir. 



• Elastisite teorisindeki genel alşan denklemlerinin çözümü ile 

ilgili üç temel sınır değer probleminin statik durum için 

sınıflandırılması ve formulasyonu yapılacaktır.

• Problem 1: Gerilme problemi

Cismin yüzeyindeki kuvvetlerin dağılımı ve kütle kuvvetleri 

tanımlandığında dengedki bir cismin içerisideki gerilme, 

gerinme ve yer değiştirmelerin belirlenmesi,

burada        sınır noktalarını ve            ise tanımlanan 

kuvvet/gerilme değerlerini gösterir.





• Problem 2: Yer değiştirme problemi

Cismin yüzeyindeki yer değiştirmlerin dağılımı ve kütle 

kuvvetleri tanımlandığında dengeki bir cismin içerisideki 

gerilme, gerinme ve yer değiştirmelerin belirlenmesi,

burada        sınır noktalarını ve             ise tanımlanan 

kuvvet/gerilme değerlerini gösterir.

• Problem 3: Karma problem

Kütle kuvvetleri ile cismin Su yüzeyindeki yer değiştirmelerin 

dağılımı ve St yüzeyindeki kuvvet/gerilmelerin  dağılımı 

tanımlandığında dengeki bir cismin içerisideki gerilme, 

gerinme ve yer değiştirmelerin belirlenmesi,





• Sadece kuvvet/gerilme sınır şartlı Problem 1’in tanımı temel 

alındığında temel denklem sistemi gerilme terimine bağlı 

olarak ifade edilir. 

• Benzer şekilde, sadece yer değiştirme sınır şartlı Problem 2’in 

tanımı temel alındığında temel denklem sistemi yer değiştirme 

terimine bağlı olarak ifade edilir. 



Gerilme Formulasyonu

• Elastisitede ilk temel problem, sınır şartlarının sadece kuvvet 

veya gerilem cinsinden verilmesidir. 

• Bunun için genel denklem sisteminin, yer değiştirme ve 

gerinme terimlerinin yokedilmesiyle sadece gerilmeler 

cinsinden formulüze edilmesi gerekmektedir.

• Yer değiştirmelerin yokedilmesiyle uygunluk denklemleri 

denklem sistemine dahil edilmelidir.

• Hooke kanunu kullanarak ve uygunluk denklemlerindeki 

gerinme terimleri yokedilerek;



• k=l  kulanılarak 6 adet manalı denklem bulunabilir. 

• Yukarıda verilen denklem gerilmeler cinsinden uygunluk 

denklem içermesine rağmen denge denklemerinin dahil 

edilmesi ile daha kullanışlı bir denklem elde edilmiş olur. 

• Buna göre;

• i=j durumu için bu denklem                                      şekline 

dönüşür. Bu sonucu tekrar denkelemde yerine koyduğumuzda;

• Bu sonuç, gerilme cinsinden uygunluk bağıntılarıdır ve 

Beltrami-Mitchell uygunluk denklemleri olarak bilinir. 



• Kütle kuvvetinin bulunmadığı durum için bu bağıntılar;



• Bu altı denklem ve gerçekte üç bağımsız sonucu ifade eder. 

• Bu sonuçlar, 3 uygunluk denklemleri ile birleştirildiğinde 3-

boyutlu durumda 6 adet gerilme bilinmeyeni bulmak için 

yeterli bağıntılar elde edilmiş olur. 

• Bu denklem sistemi elastisite teorisi için gerilme  

formulasyonu oluşturur ve kuvvet/gerilme sınır durum 

problemler için uygundur.

• Gerilmeler elde edildikten sonra gerinme değerleri Hooke 

kanununda bulunabilir ve yer değiştirmeler                        ‘in

integrali ile bulunabilir.

• Gerilme formulasyon denklem sistemleri nispeten karmaşık ve 

analitik çözümler gerilme fonksiyonlerının kullanımı ile 

belirlenir. 

• Bu kavram, denge denklemlerini otamatik olarak sağlayan 

gerilmeleri ifade eder. 



• İki boyutlu durum için bu kavramdüzlem gerilmleri cimsinden 

tek bir fonksiyonu ifade eder.

• Bu ifade etme denge denklemini sağlar ve geriye kalan 

uygunluk denklemleri gerilme fonksiyonu cinsinden tek kısmi 

diferansiyel denklem (biharmonik denklem) oluşturur.

• Tek denklem düşürülmüş sistem çeşitli analitik metotlar 

kullanılarak çözülür. 



Yer değiştirme Formulasyonu 

• Alan denklemleri sadece yer değiştirmeler cinsinden 

oluşturulacaktır. 

• Bu denklem sistemine yer değiştirme formulasyonu denir ve  

sınır durumu yalnız yer değiştirme olduğunda çok kullanışlıdır.

• Denklem oluşturulması gerilme formulasyonuna göre daha 

kolaydır.

• Yer değiştirme formulasyonu için genel denklem sisteminden  

gerinme ve gerilme terimlerinin yokedilmesi gerekmektedir. 

• Hooke kanunu kullanılarak bu işlem çok kolay olarak 

yapılabilir. 



• Bu denklem açıldığında, 6 adet skaler denklem elde edilmiş 

olur.  



• Bu bağıntılar denge denkleminde kullanıldığında;

• Yer değiştirmeler cinsinden denge denklemleri elde edilmiş 

olur ve bu denklemer Navier veya Lame denklemleri olarak 

adlandırılır. 

• Bu sistem vektör formunda yazıldığında;

veya açıldığında 3 skaler denklem olarak 





• Denklemde Laplace operatörü

• Navier denklemleri, yer değiştirme problemleri için istenen 

formulasyonudur. 

• Sistem, bilinmeyen 3 adet yer değiştirme bileşeni için 3 adet 

denklemi ifade eder.

• Gerilme formulasyonuna benzer şekilde yer değiştirme 

denklemlerinin çözümü zor olduğundan ek matematiksel 

teknikler uygulanarak problem çözümünde kullanılan 

denklemler sadeleştirilir.

• Bu sonuçların anlaşılmasına yardımcı olmak üzere Gerilme ve 

Yer değiştirme fomulasyonlarının akış şemaları Şekil 5-5’te 

gösterilmiştir. 







Superpozisyon Prensibi

• Birçok mühendislik probleminin çözümünde superpozisyon 

prensibi çok kullanışlı bir araçtır.

• Bu denklem sadece doğrusal denklemler ile çözülen sistemler 

uygulanabilir.

• Küçük deformasyon ve doğrusal elastik davranış varsayımı 

altında bütün elastisite alan denklemleri doğrusaldır.

• Superpozisyon Prensibi: Verilen bir problemde, 

tanımlı kütle kuvveti         ve yüzey kuvveti         için temel 

elastisite denkleminin çözümü ve                         tanımlı kütle     

kuvveti         ve yüzey kuvveti         için temel elastisite 

denkleminin çözümü ise                                                tanımlı 

kütle kuvveti                 ve yüzey kuvveti                 için temel 

elastisite denkleminin çözümüdür.



• Bu prensibin uygulaması görmek için Şekil 5-6’da gösterilen 

kütle kuvveti bulunmayan 2-boyutlu duruma bakalım.

• İki eksenli karmaşık  yükleme (1) + (2) durumunun çözümü 

basit iki çözümün toplamı olarak bulunabilir.

• Bu süperpozisyon prensinbinin yaygın bir kullanımıdır.



Saint-Venant Prensibi

• Şekil 5-7’de gösterilen basınç yüklemesi altında bulunan üç 

özdeş dikdörtgen elemana bakalım.

• Herbir problemde uygulanan bileşke kuvvet (statik eşdeğer 

olarak) aynı olduğundan mesnet yakın bölgede gerilme, 

gerinme ve yer değiştirme değerleri aynı olması beklenir.



• Bu davranış, Şekil 5-8’de gösterilen  S* sınırı üzerinde 

herhangi bir T(n) yüklemesine sahip elastik bir cismi 

düşünelim. 



• Belirli bir yükleme S* sınır komşuluğunda detaylı ve duruma 

özel etkiler oluşturur.

• S*  sınırından uzaktaki noktalarda gerilmeler yüklemenin 

gerçek dağılımından ziyade bileşke kuvvet FR’a bağlıdır. 

• Yüklemeye özel sınırda oluşan gerilme, gerinme  ve yer 

değiştirme alanları sınırdan uzaklaştıkça yok olmaya 

başlamaktadır. 

• Bu kavramalar Saint-Venant prensibini oluşturur ve şöylece 

ifade edilir;

Saint-Venant Prensibi: Statikçe eşit iki farklı yük dağılımı ile 

oluşan gerilme, gerinme ve yer değiştirme  alanları cismin 

yükleme noktalarından uzak kısımlarında yaklaşık olarak 

aynıdır. 



• Bu prensipte geçen uzakta ve yaklaşık olarak eşit niteliksel 

terimleri iki elastik alan arasındaki farkın sayısal tahminini 

sağlamaz.

• Çözüm, yükleme sınırından uzaktaki noktalarla 

sınırlandırıldığında Saint-Venant prensibi verilen sınır şartlarını 

statikçe eşit olan daha basit şartlara değiştirmeye izin verir ve 

çözümün sonucu değişmez.

• Sınır şartlarının basitleştirilmesi probleme analitik çözüm 

bulma şansımızı artırmaktadır.



Genel Çözüm Stratejileri

1. Direkt Method

• Bu yöntem alan denklemlerinin veya Şekil 5-5’te verilen 

gerilme ve/veya yer değiştirme formüllerinin direkt 

integrasyonu ile çözüm belirlenir. 

• Sınır şartları kesinlikle sağlanmalıdır.

• Bu yöntem matematiksel zorluklarla karşı karşıya kaldığından 

geometrisi basit olan problemlerle çözümü sınırlıdır. 



Örnek: Direkt İntegrasyon Örneği: Kendi Ağırlığı    

altında Çubuğun Uzaması

Şekil 5-9’da gösterilen prizmatik çubuk kendi ağırlığı 

altında uzamaktadır.



• Bu problemde kütle kuvvetleri                                         burada

ρ malzeme yoğunluğu g ise yerçekimi ivmesidir.

• Alt kısmın ağırlığından dolayı her bir kesitte oluşan sabit 

yayılı çekme gerilmesi oluştuğunu kabul edelim. Bu gerilme 

dağılımı;

• Denge denklemleri;

• Bu denklemin, z=0’da  σz=0 sınır şartı ile integralı alındığında 

σz(z) = ρgz sonucu elde edilir. Hooke kanunu kullanılarak 

gerinmeler elde edilir. 



• Yer değiştirme değerleri, gerinme-yer değiştirme değerlerinin 

integrali ile elde edilebilir.

• Bu problemde sınır şartı ise Şekil 5-9’daki A noktasında 

(x = y = 0 , z = l) sıfır yer değiştirme ve dönme olmasıdır. 

• Gerinme değerleri;



Ters Metod

• Bu metotta temel alan denklemlerini sağlayan belirli yer 

değiştirmeler veya gerilmeler seçilir. 

• Sonra bu çözüm alanı ile çözülebilecek spesifik bir problemin 

belirlenmesi için arama yapılır. 

• Problemdeki bütün şartları sağlayan çözümü oluşturabilecek 

uygun problem geometrisi, sınır şartları ve kütle kuvvetlerinin 

belirlenmesi anlamına gelir. 

• Bu metodu kullanarak bazen belirlie bir problem çiçn çözümü 

bulmak zor olabilir.  



Örnek: Ters Metot Örneği: Kiriş Eğilmesi

• Aşağıdaki gerilme alanı verilen sıfır kütle kuvvetli elastisite 

problemine bakalım.   

burada A bir sabittir. Bu basit doğrusal gerilme alanı denge ve 

uygunluk denklemleri sağlar ve bu alan elastisite probleminin 

çözümüdür. 

• Soru bu gerilme alanı ile hangi problemin çözülebileceğidir. 

• Bu soruyu cevaplamak için yaygın düşünce bazı deneme 

problemleri düşünmek ve verilen gerilme alanını kullanarak 

oluşabilecek sınır şartlarının gereklerini incelemektir. 

• Şekil 5-10’da gösterilen 2-boyutlu dikdörtgen probleme 

bakalım



• Her sınır yüzündeki gerilmeler, üst ve alt bölgede toplamda 

sıfır yüklemeyi ve sağ ve sol taraftaki doğrusal normal gerilme 

dağılımı oluşturur.

• Bu çeşit yükleme basit eğilme problemini oluşturur ve sağ ve 

sol taraftaki yüklemeler net kuvvet oluşturmadan sadece basit 

eğilme momenti oluşturur.  



Yarım Ters Metodu

• Bu metotta yer değiştirme ve/veya gerilme alanı belirtilir ve 

geriye kalan bilinmeyenler temal alan denklemleri (genellikle 

direkt integral ile) ve sınır şartları ile belirlenir. 

• Uygun yer değiştirme ve/veya gerilme çözüm alanlarının 

kurulması yaklaşık mukavemet teorisi öncülüğünde 

kurulabilir. 

• Bu yaklaşımın kullanışlılığı  Saint-Venant prensibi ile daha ha 

iyileştirilir. 

• Bu prensiple karmaşık sınır şartları statikçe eşdeğer basit 

dağılım ile değiştirilebilir.



Örnek 5-2: Yarı Ters Metot: Prizmatik çubukların 

Burulması

• Aşağıda verilen yer değiştirme alanı burulma problemi için 

verilmiştir. 

burada α sabittir. Bu problemde,  yer değiştirme bileşenleri 

olarak  x ve y olarak seçilir  ve z bileşeni seçilen bu bu 

bileşenlerin fonksiyonu olarak belirlenir.

• Gerinme- yer değiştirme bağıntıları ve Hooke kanunu 

kullanılarak gerilme alanı;



• Bu gerilmeler, denge denklemlerinde kullanıldığında; 

• Elde edilen aslında denklem bu durum için Navier 

denklemidir. 

• Bu sonuç, tahmin edilen çözüm formunun bilinmeyen kısmını 

belirlemek için tek denklemi (Laplace denklemi) gösterir. 

• Çözümün bir kısmının tahmin edilmesi geriye kalan çözülmesi 

gereken denklemleri büyük oranda basitleştirir.

• Belirli bir problemin çözümünü tamamlamak için x,y 

düzlemindeki tanım aralığı ile uygun sınır şartları 

gerekmektedir. 


