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FORMULASYON
Ve
COZUM STRATEJILERI



Onceki Unitelerde elastisite teorisinin temel alan denklemleri
olusturulmustu.

Bu alan denklemleri, inceleme altindaki cismin 1¢indeki her
noktada gerilme, gerinme ve yer degistirmeler arasinda
diferansiyel ve cebirsel sistem denklemlerini olusturur.

Bu tlinitede, alan denklemleri ile kullanilmaya uygun olan sinir
sartlar: olusturulacaktir.

Sinir sartlari, cismin sinirinda olan fiziki olaylar1 ve 1¢ gerilme,
gerinme ve yer degistirmeleri olusturan yilikleme verilerini
belirtmektedir.

Her problem i¢in alan denklemleri ayn1 olmasina ragmen sinir
sartlar1 farkli olmaktadir.

Sinir sartlarinin dogru olarak belirlenmesi problem ¢oziimii
Icin ¢cok onemlidir.



(" SINIR SARTLARI (99 iizerinde)

3 )
ALAN DENKLEMLERI (1 iginde)
Sinir kosullar iki tirdedir:

Denge denklemleri:
1) Kuvvet (dogal) sinir sarti
0‘( " + b‘ = o f— -. -—
e L=t ti=oyn; =t  0Q, zerinde
Geometrik denklemier:

_1 2) Yer degistirme (esas) sinir sarti
&y = 2 (ul.j + “j.l) u; = U a9, lizerinde
Fiziksel (malzeme) denklemleri:

0y = Cijia€rq (Hooke yasasi)

o Uygulanan yiizey kuvvetleri
(Neumann / dogal sinir gartt)
Z
y | GOSTERIM 1
0 : Cisim hacmi
X a1 - Cisim simin

a1, - Kuvvet uygulanan sinir

a1}, Yer dedistirme verilen sinir

n;  : Disa dogru birim normal

Verilen yer degistirmeler t,  :Yizey traksiyonu

(Dirichlet / esas sinir garti) w,  : Yer degigtirme vekton
TRESTH g : Gerilme tensdri

€ :Gerinme tensdri

b, :Cisim kuvveti

b; Cisim kuvvetleri
(or. agirhk)




Alan Denklemlerinin Tekrari

» Indeks notasyonunda;
Gerinme-yer degistirme bagintilari:

|
ejj = Ui j + U i)

Uygunluk bagintilari:
eij, ki + e, ij — €k, i — €ji,ik =0

Denge bagintilari:

gi 4+ Fi =0

|:|I ﬁ_ll

Elastik blnye kanunu:

;;: Gerilme tensorii

. — y.. L7
"r}-r_.' — El.l:...l:.. f}[.' ‘-'.“I':Jr €ij: Gerinme tensdri
1 Loy 1 ek hacimsel gerinme (iz dlisim/toplam gerinme)
I':"I: _— ﬂ'-r' R '-'T}_}, fjf' 5,-5.-: Kronecfker c?eltal (i=) ise 1, degilse 0)
4 E d E A, jt: Lamé sabitleri

Verilen ifadeler, elastisite teorisinde izotrop lineer elastik
malzeme icin bunye (malzeme) kanunu, yani Hooke Yasasi'dir.



Uygunluk bagintilar1 yer degistirmelerin stirekli ve tek degerli
olmasini saglar ve gerinmeler rastgele belirlendiginde
gerekmektedir.

Elastisite teorisinde, genel sistem denklemleri
olusturuldugunda uygunluk denklemler1 bir tarafa birakilir.
Sadece gerilmeye bagli denklemler olusturuldugunda
kullanilir.

Sonug olarak elastisite alan denklemlerinin genel sistemi
onceki slaytta gosterilen 15 adet denkleme isaret eder. Tiim
sistem 1ndex notasyonunda yazildiginda;

Tam denklem sistemi

) ‘ Ui, €jj, Opij: /oy K F." } = () u; — Yer degistirmeler (x, y, z yénlerinde hareket)
e;; — Gerinmeler (sekil degigimleri)

6 gerinme bagintisi (sekil degistirme iliskisi) oij = Gerilmeler (i¢ kuvvetler)
i i y A, it — Lamé sabitleri (malzeme &zellikleri)
6 gerilme—gerinme bagintisi (Hooke kanunu) 7 — o .
3 denge denklemi (kuvvet dengesi) i — Hacim kuvvetlen (Grnegin yercekimi)



Bu sistem 3 yer degistirme u;, 6 gerinme e; ve 6 gerilme g;;
olmak Uzere 15 bilinmeyen icerir.

Denklemde noktal1 virgiilden sonraki terimler sistemin ayrica
IKI elastik malzeme sabiti (izotropik malzemeler icin) ve cisim
kuvvet yogunluguna da bagli oldugunu gosterir. Bu terimler
problem formulasyonuile 6nceden verilmelidir.

Denklem sayisi, bilinmeyenler sayisi ile esittir.

Fakat bu tir karisikliktaki bu genel denklem sisteminin
analitik metodlar 1le ¢oziimii esasen miimkiin olmadigindan
daha fazla basitlestirmeler yapilmasi1 gerekmektedir.

3 normal gerinme — €44, €y, €2,

3 kayma gerinmesi — €4y, €22, €y,

Uy, Uy, U, (ya da indeksle u;) Toplam: 6 bilinmeyen 3(u;) + 6(eij) + 6(0i;) = 15
3 normal gerilme — 04z, Oy, 022
3 kayma gerilmesi — 04y, Op;, Oy:

Toplam: & bilinmeyen



Sinir Sartlari ve Temel Problem Siniflandirmasi

Diger Mihendislik bilimlerine (akiskanlar mekanigi, 1s1 iletimi
ve yayimi, elektromanyetik) benzer sekilde yukarida verilen
denklem sisteminin ¢dziimii incelenen cisimde uygun sinir
sartlar1 gerektirir.

Elastisite uygulamalar1 1¢in yaygin sinir sart tipleri normalde
cismin nasil mesnetlenme ve ylikleme Ozelliklerini igerir.

Bu kavram, yer degistirmelerin ve ylizey kuvvetlerinin sinir
noktalarinda belirlenmesi 1le matematiksel olarak formiile
edilir.

Bu genel fikir, ylizey kuvvetleri, yer degistirme ve karma
olarak 3 durum i¢in Sekil 5-1’de gosterilmistir.

Yuzey kuvvetleri S; sinirinda, yer degistirmeler S, sinirinda
belirtilmis olup toplam sinir S =S, + S



Tin)

Traction Conditions Displacement Conditions Mixed Conditions

FIGURE 5-1 Typical boundary conditions.

» ¢ bélgede (R) — denklemler ¢oziiliir

e Simirda (S) — ne verildigi belirlenir

e 5; — kuvvet (gerilme) verilen kisim

s 5, — yer degistirme verilen kisim

S =548,



Sinir sartlarinin degisik tipleri de olusabilir.

Ayni sinir noktasinda, hem yer degistirme ve hem de
kuvvetlerin belirtilmesi genelde miimkiin olmamasina ragmen
yer degistirmenin bir kismu 1le kuvvetlerin bir kisminin
belirtilmesi mumkunddr.

Bu tip karma durum, 1ki farkli dik yonde kuvvet ve yer
degistirmenin belirtilmesini i¢ertir.
Buna yaygin olarak Sekil 5-2°de gosterilen 6rnek, simetri

ylizeyinde sifir yer degistirme ve sifir teget kuvveti i¢ceren
durumdur.

Bu ornekte cisim simetri dogrusundan boliinerek yeni sinir
ylizey1 ve olusturulmus ve analiz i¢in kiiciik bir bolge elde
edilmistir.



@ 1. Normal yénde yer degistirme sifir

Y

“Rigid-Smooth Boundary” (rijit-dlizgiin yiizey) olarak da adlandinlr

U, = 0
&F Yani:
¢ Simetri dizlemini gegemez
e Diger tarafa "tasamaz”
O 2. Tegetsel gerilme sifir
=10 el 3
‘ . Rigid-Smooth
o Yani Symmetry Line Boundary Condition
: Sz ]
P . . T u= O I
s Kayma (strtlinme benzeri etki) yok = 3 o '
* Yizey kayabilir ama zorlanmaz i T";" =0
B e
4
-~ -
@ 4. Sekildeki ifade
- ——
Sagdaki sekilde yaziyor: l X
* u = 0 = normal yer degistirme yok J i .
T;;n} = () — tegetsel kuvvet yok < i >
F Bu durum: i
!

Line of symmetry boundary condition.

@ 5. En 6nemli mantik @

Simetri ylizeyi:

¢r Gergek fiziksel ylizey degildir

g7 Ama dyle davranmak zorundayiz
Bu ylzden:

s Gegis yok — u, = 0
s Siirtiinme yok — T3 = 0

Y



Sinir sartlar1 problemi1 tanimlayan koordinat sistemi
kullanilarak belirlenir ve sonra belirli yer degistirme ve kuvvet
bilesenler1 belirlenen degerlere esitlenir.

Yer degistirme durumu 1¢in bu tiir bir tanimlama aciktir ve yer
degistirmelerin sifir oldugu ankastre sinirlar yaygin bir ornek
olarak verilebilir.

Kuvvet durumu 1¢in tanimlama biraz daha karmasiktir.

Sinirlarin kartezyen koordinat veya kutupsal koordinat
sistemlere denk geldigi belirli durumlar Sekil 5-3° de
gosterilmistir.

Kuvvet tanimlamasi gerilme tanimlamasina indirgenebilir.



@ 2. Kartezyen koordinat (sol sekil)

Koordinatlar: x -y
Bir ylizeye gelen gerilmeler:

+ Normal gerilmeler
e o, — xyodninde (ylzeye dik)

* o0, —yydninde

¢ Yuzeye dik — ¢cekme/basma

+ Kayma gerilmesi

* Ty

¢F Ylizeye paralel — kayma etkisi

@, Onemli kural

Bir ylizeye etkiyen gerilme:

¢“7 1normal + 1 kayma bileseninden olusur

@ 3. Polar koordinat (sag sekil)

Koordinatlar: r— 6
Ayni mantik ama farkli eksenler:

" Normal gerilmeler
e o, — radyal yon

e gp — cevresel ydn

(Cartesian Coordinate Boundaries) (Polar Coordinate Boundaries)

-3 Boundary stress components on coordinate surfaces.



Kartezyen koordinat siteminde, y-ytzeyi icin; normal gerilme
o,, teget gerilme ise 7, ve o, gerilmesi sadece alan igerisinde
var olmaktadir

Benzer sekilde x-yuzeyi icin; normal gerilme g,, teget gerilme
Ise 7,, Ve o, gerilmesi sadece alan igerisinde var olmaktadir.

Ayni durum polar koordinat sistemi i¢inde gecerlidir.

Sekil 5-3’de gosterildigi gibi, sinir boyunca uygun element
cizimi s0z konusu yiizeye etkiyen belirli gerilme bilesenlerinin
acik sekilde goriilmesini saglar.

Bu tiir ¢izimler ayrica sinir gerilmelerinin pozitif yonlerinin
belirlenmesini de saglar ve ayrica belirli sinir yiikler1 1le uygun
bir karsilastirma 1¢inde kullaniglidr.



@ (2) Traction Condition (Kuvvet uygulanmis yiizey)
5ag ylzey:

T =0,=8, T"=1y=0
P Yani:

e Sadece normal gerilme var

* Kayma yok

# Saf cekme / basing durumu

(O (3) Traction-Free (Serbest ylizey)
Alt ylzey:

T =1 =0, TV =0,=0

o Yani:
e Hig yuk yok

e Tum gerilmeler = 0

# Serbest yiizey

@ 2. Sag taraf — Koordinat olmayan (egik ylizey)
Burada ylizey:

* x—y eksenine paralel degil

¢F Bu ylizden isler biraz degisiyor

O () Ust yiizey (yiik uygulanmis) .

T = —70y =0, T = —g, = §

Fixed Condition Traction Condition

u=r=0

T =g =8 T™=¢r =0 Traction Condition
x x ¥ xy -,;(n) =1, =0’Ty(n)= -6,=8

Vil Li e

T

N

> —»x
Fixed Condition

Traction Free Condition u=v=0 Traction Free Condition
T = 1,0, T{"=0,=0

(Coordinate Surface Boundaries) (Non-Coordinate Surface Boundary)

FIGURE 5-4 Example boundary conditions.



Dikdortgen plak problem i¢in dort sinir ylizeyil ayn1 zamanda
koordinat yiizeyidir. Bu durum belirli sinir sartlarinin
tanimlanmasini kolaylastirir.

Sol kenardaki ankastre durum, x=0 ylzeyinde X ve y yer
degistirmelerin sifir olmasini gerektirir. Bu tanimlama yiizey
koordinat yiizeyi olmasa da degismez.

Diger li¢ yiizeydeki kuvvetlerin tanimlamasi basittir ¢linkii bu
ylzeyler koordinat yuzeyleridir.

Ikinci ornekte ise egimli yiizey koordinat yiizeyi degildir.
Ankastre kenar 1ile list ylizey koordinat yiizeyi oldugundan ilk
ornekteki gib1 ayn1 yontem uygulanir ve sekilde gosterilmistir.

Fakat egimli ylizeyde, ylizey gerilmeler1 sifir olur ve bu
durum basitce tek bir gerilme bileseninin sifir olmasi tanimu ile
yapilamaz.



@ 1. Bu neyi ifade ediyor?

¢ Bir ylzeye etkiyen gerilme vektdrii (traction vector):
o T _ yiizeye etkiyen toplam gerilme
e Buvektorlin:
. . {n)
s x bileseni — T,

e vy bileseni — TJ,")

@® 2. ny, ny nedir?

¢p Yuzeyin normal vektdrii bilesenleri

s 1, — xyonindeki normal bilesen

e 71, — Yy yoniindeki normal bilesen

& Yani yizeyin yéniini tanimlar

@ 3. Denklem ne soyliiyor?

¢ Yuzeye gelen gerilme:
Gerilme — Gerilme tensoril x normal vektor

Yani:
® o ve Toy birleserek x bileseni olusturur

* 0y ve Ty birlegerek y bileseni olugturur

® 4. Neden=07?
T.(n} -0 sz:n:] -0

¢ Bu su anlama gelir:

Egimli yiizeyde her bir gerilme
bileseni sifira esitlenir. Bu durumda;

"y __ —_
T_t = Oxly T Tfly = 0
=10, +on, =0

burada n, ve n, egimli yiizey
normalinin bilesenleridir.

Bu daha genel tanimlama seklidir ve
X, y sistemindeki tek bir bilesenin
hi¢birinin sifir olmadigi agik¢a not
edilmelidir.

Ayrica bu problemde, egik yiizeyin
normalinin bilesenleri egik
ylizeydeki her noktada aynmdir.
Fakat egrisel ylizeylerde normal
vektoru yizeydeki konuma gore
degismektedir.



 Elastisite teorisindeki genel alsan denklemlerinin ¢oziimii ile
ilgil1 ti¢ temel smir deger probleminin statik durum i¢in
siniflandirilmasi ve formulasyonu yapilacaktir.

* Problem 1: Gerilme problemi

Cismin yiizeyindeki kuvvetlerin dagilimi ve kiitle kuvvetleri
tanimlandiginda dengedki bir cismin i¢erisideki gerilme,
gerinme ve yer degistirmelerin belirlenmesi,

\nyy IS\ _ 7. 15)
I;7(x;7) = filx;™”)
A5) . Sy
burada x;" smir noktalarini ve fi(x;"') ise tanimlanan
kuvvet/gerilme degerlerini gostertir.



Sembol

Tl

rf
f;‘(:BEH]]
T - f

Durum

Serbest yilizey

Basing yuki

Kayma yikd

ny S\ _ p£r.A5)
T: (.1,' )—fi(ol,' )

Adi

Traction (ydzey

gerilmesi)

indeks

Mormal ydn

Yizey noktas

Uygulanan

kuwwet

Sinmir gart

Anlam

Yizeye etkiyen gerilme
vektarindn i yénindeki
bilegeni

Yond belirtir (x, v, z)
Yuzeyin normaline bagh
oldugunu belirtir

Sinir dzerindeki konum

Dig yUkdn i ygnidndeki

bilegeni

ic gerilme = dis yik

Matematiksel ifade

fi=10

fi=8 -n;

fi £ 0 (tedetsel)

Acgiklama

i¢ gerilmelerin yiizeye

yansiyan hali
Hangi eksende oldugunu
gdsterir

Yuzeyin yonlne gbre dedisir

w_ar

5" — surface (ylizey)

Yizeye uygulanan gergek

kuvwet

Elastisite probleminin temel

sinir kogulu

Anlam

Yiizeyde kuvvet yok

Yizeye dik yik

Yizey boyunca kuwvvet



* Problem 2: Yer degistirme problemi

Cismin yiizeyindeki yer degistirmlerin dagilimi ve kiitle
kuvvetler1 tanimlandiginda dengeki bir cismin i¢erisideki
gerilme, gerinme ve yer degistirmelerin belirlenmesi,

() = g, (x'")
z) o Y BN
burada x." sinir noktalarini ve g;(x;"’) ise tanimlanan
kuvvet/gerilme degerlerini gostertr.

* Problem 3: Karma problem

Ktle kuvvetleri ile cismin S yiizeyindeki yer degistirmelerin
dagilimi ve S; yluizeyindeki kuvvet/gerilmelerin dagilimi
tanimlandiginda dengeki bir cismin i¢erisideki gerilme,
gerinme ve yer degistirmelerin belirlenmesi,



Sembol

{s)
ui(-\; )

Agilirm

Yer degistirme bileseni
Indeks (x, y. 2)
Yizey noktas
Verilen yer degistirme

Esitlik

[l Ozel durumlar

Durum

Sabit ylzey

Belirli hareket

Degigken hareket

Matematiksel ifade
i — 0

g; — sabit

gi(x)

= 8i (-t,'

(S))

Fiziksel Anlarmi

Moktanin | yonindeki hareketi
Y¥an bilgisi

Siir dizerindeki kanum
Cizandan tamimlanan hareket

Kisit garti

Anlam

Agiklama

% v (veya z) yéniinde

20wy — 30wy z

“s" — surface (ylzey)

Bilinen fonksiyon

Yer dedigtirme sabitlenir

Hig hareket yok (ankastre)

Kontrolld yer degistirme

Moktaya gdre degisen hareket



* Sadece kuvvet/gerilme sinir sartli Problem 1’1n tanimi temel
alindiginda temel denklem sistemi gerilme terimine bagh

olarak ifade edilir.

SHaids w Fi)

* Benzer sekilde, sadece yer degistirme sinir sartli Problem 2’in
tanimi temel alindiginda temel denklem sistemi yer degistirme
terimine bagh olarak 1fade edilir.

3Nui; Ay 1, F;)

[l Sembollerin Anlamlari

Sembol Agilim
St Gerilme sistemi
7 Gerilme tensdra

Ap Lamé sabitleri

F, Hacim kuvvetleri

S o A, B}

Fiziksel Anlam

Gerilme tabanh denklem sisterni
Ig kuvvetler
Malzeme Gzellikleri

Dig kuvvetler (8r. yergekimi)

Agiklama

Sadece o ile ¢bzim yapilir

Ana bilinmeyen

Elastisite parametreleri

Sisteme etki eder



Gerilme Formulasyonu

 Elastisitede ilk temel problem, sinir sartlarinin sadece kuvvet
veya gerilem cinsinden verilmesidir.

* Bunun i¢in genel denklem sisteminin, yer degistirme ve
gerinme terimlerinin yokedilmesiyle sadece gerilmeler
cinsinden formullze edilmesi gerekmektedir.

* Yer degistirmelerin yokedilmesiyle uygunluk denklemleri
denklem sistemine dahil edilmelidir.

« Hooke kanunu kullanarak ve uygunluk denklemlerindeki
gerinme terimleri yokedilerek;

T O, ij— @ — Ojk, ik =

Fij, kk

v
1 +v

| o |
[hy JK

(Tmm, kkQij + Omm, ijOlk — Omm, jkOik — Tmm, ik Ir’}_.";'.::'



k=l kulanilarak 6 adet manali denklem bulunabilir.

Yukarida verilen denklem gerilmeler cinsinden uygunluk
denklem 1¢ermesine ragmen denge denklemerinin dahil
edilmesi 1le daha kullanisl bir denklem elde edilmis olur.

Buna gore;
| v

Tk, ij = 1+ v Gmm, kkOij — Fi, j

'-'Tr:,"ﬁ .II...I:.. —_

| +v

1I=] durumu i¢in bu denklem @;;, . = F;_ ;. sekline

11—

doniisiir. Bu sonucu tekrar denkelemde yerine koydugumuzda;

1 V.
T ':I'—M.ﬁ i —- — {}f_."FJ’-1. k Fr'ﬁ j— Fj.'}. i

1 +v ' 1 — v

e gy
I, KK

Bu sonug, gerilme cinsinden uygunluk bagintilaridir ve
Beltrami-Mitchell uygunluk denklemleri olarak bilinir.



 Kiitle kuvvetinin bulunmadigi durum i¢in bu bagintilar;

- 7 |
(1 +v)V-a, + (,;7((}"\ +0,+0.)=0
R -

(Il +vWo, +—(o,+0,+0a.) =0
(

0"
0z2

-

(1 +v)V7. + (6, +0y+0.)=0

(14 V)V 1y +

c +o0y+0:) =10
Oxdy O 010




Bu alt1 denklem ve gercekte lic bagimsiz sonucu ifade eder.

Bu sonuclar, 3 uygunluk denklemleri ile birlestirildiginde 3-
boyutlu durumda 6 adet gerilme bilinmeyeni bulmak icin
yeterli bagintilar elde edilmis olur.

Bu denklem sistemi elastisite teorisi icin gerilme
formulasyonu olusturur ve kuvvet/gerilme sinir durum
problemler icin uygundur.

Gerilmeler elde edildikten sonra gerinme degerler1 Hooke
kanununda bulunabilir ve yer degistirmeler ¢, = %m_ 4w ) ‘In
Integrali ile bulunabilir.

Gerilme formulasyon denklem sistemler1 nispeten karmasik ve
analitik ¢coziimler gerilme fonksiyonlerinin kullanima ile
belirlenir.

Bu kavram, denge denklemlerini otamatik olarak saglayan
gerilmeleri ifade eder.



e Iki boyutlu durum i¢in bu kavramdiizlem gerilmleri cimsinden
tek bir fonksiyonu ifade eder.

* Bu ifade etme denge denklemini saglar ve geriye kalan
uygunluk denklemleri gerilme fonksiyonu cinsinden tek kismi
diferansiyel denklem (biharmonik denklem) olusturur.

e Tek denklem diistiriilmiis sistem ¢esitli analitik metotlar
kullanilarak coziiliir.



Yer degistirme Formulasyonu

Alan denklemleri sadece yer degistirmeler cinsinden
olusturulacaktir.

Bu denklem sistemine yer degistirme formulasyonu denir ve
sinir durumu yalniz yer degistirme oldugunda ¢ok kullaniglidir.

Denklem olusturulmasi gerilme formulasyonuna gore daha
kolaydir.

Yer degistirme formulasyonu i¢in genel denklem sisteminden
gerinme ve gerilme terimlerinin yokedilmesi gerekmektedir.

Hooke kanunu kullanilarak bu 1slem ¢ok kolay olarak
yapilabilir,

Gif = Ay ;05 + p(u j + u ;)



Bu denklem a¢ildiginda, 6 adet skaler denklem elde edilmis

olur.
fOu v
2 Rl Ko s
ox dy
fOu Ov
dx Oy
fOou
e = Al
ox Oy
du  h
Ty = | —+—
? dy Ox
Sembol
U, U, w
Topy Tyy Oz

Teys Tyzs Tzx

A

oz Ox
Oow v
— ) =D
)2
()w) o
J—— —_ ‘_‘u e
0z

Acilim

Yer degigtirmeler

Mormal gerilmeler

Kayma gerilmeleri

Lamé sabiti

Kayma modild {G)

s ow  Ou
os ) A il ox Oz

Fiziksel Anlanm

% ¥, Z yonindeki hareket

Lekme [ basma

Kayma etkisi

Hacim degisimine direng

Kaymaya direng



Bu bagintilar denge denkleminde kullanildiginda;
i g+ A+ i +F =0
Yer degistirmeler cinsinden denge denklemleri elde edilmis

olur ve bu denklemer Navier veya Lame denklemleri olarak
adlandirilir.

Bu sistem vektor formunda yazildiginda;
Wou+(A+pwV(V -u)+F=0
veya acildiginda 3 skaler denklem olarak



) | d (Ou v Ow
Vu+ (4 +—+ F,=0
HViu+(A+p) ox\ox dy 0z L’

2y 4 (2 )(’) du v oOw g
A e

> , d (Ou dv Ow
uNw+L+pp)—|—+—+- +F.=0
dz\Ox dy 0z
pViu+ A+ p)V(V-u)+ F =0
Bu, senin gdrddiglin 3 denklemin vektérel (kisa) halidir.
[l Sembollerin Anlamlari
Sembol Acihim Fiziksel Anlami
u, v, w Yer degistirmeler X ¥, Z yondndeki hareket
Ve Laplace operatéri yayilma / egrilik
V-u Diverjans hacim degigimi
A Lame sabiti hacimsel direng
I Kayma modild sekil degisimine direng

F,, F,F, Hacim kuwvvetleri yercekimi vb.



Denklemde Laplace operator

Ve = (a7 /ax) + (F /Oy + (D27,
Navier denklemleri, yer degistirme problemleri i¢in istenen
formulasyonudur.
Sistem, bilinmeyen 3 adet yer degistirme bileseni i¢in 3 adet
denklemi ifade eder.
Gerilme formulasyonuna benzer sekilde yer degistirme
denklemlerinin ¢6ziimii zor oldugundan ek matematiksel

teknikler uygulanarak problem ¢oziimiinde kullanilan
denklemler sadelestirilir.

Bu sonuclarin anlasilmasina yardimci olmak tizere Gerilme ve
Yer degistirme fomulasyonlarinin akis semalar1 Sekil 5-5’te
gosterilmistir.



Ju, €T, At F =10

I
ey =1 +u,)
£y
g, +F=0

@, =Ae, 4, + e,

e tey, =g =€, =0

General Field Equation Svstem

(15 Equations, 15 Unknowns: v e o, )

.

N,

36, 1A F

W

Stress Formulation Displacement Formulation
(6 Equations, 6 Unknowns: @ ) (3 Equations, 3 Unknowns: 2,)

G Ao B3

o, +F =10 pu A+, +F =0

Cpp to——0y, =~

5.F, —F —F
1+v =y ¢ "

i Ju

FIGURE 5-5 Schematic of elasticity field equations.




ELASTISITE ALAN DENKLEMLERI SISTEMI

Gl s ( GENEL SISTEM (15 Denklem, 15 Bilinmeyen) . e
u, : Yer dedigtirme bilegenteri Bilinmeyenler: u, (3) , e, (6) , 0, (6) = 3+646=15 )
Gexy2) — - Kinematik denklemier geometrik
= Badonie hieteniol (& ade 1) KINEMATIK DENKLEMLER (3) o 1 ( + ) iligkiteri verir,
¢y - Geriome bleganleri (8 adet) Vet Bl s Godkurie i = g \Uij T + Denge denklemleri kuvvetlerin
oy Gerilme bilegenleri (6 adet) ! dengede olmasim saglar.
F, : Birim hacim bagina digen 2) DENGE DENKLEMLERI (3) +F =0 + Malzeme denkiemleri, malzemenin
kitle kuvvetleri (x,y.2) Kuvvet dengesi 9ij.4 elastik davranigin tanumiar.
A, : Lamé sabitleri * Uygunluk denklemleri, gerinmelerin
(malzeme &zellikleri) 3) MALZEME DENKLEMLERI (6) .. = A(’ 6 N 2#3 : bir yer dedistirme alamindan
8, : Kronecker delta (Hooke Kanunu ~ Lineer Elastisite) y "hk Y i | tretimig olabiimesi iin art. |
i :'2 '::‘ ':f"'“ 9 | 4) UYGUNLUK DENKLEMLERI (3) z
| L) s nine gore tirev 0 {Gerinme alaninin strekliligi ve €.y + €py i — € —e,..=0 I/—
-~ > fiziksel tutarhia) ij &l ki ij ik, jl gk P E

o

1) GERILME FORMULASYONU (STRESS FORMULATION)

Sadece geriimeler bilinmeyen alinir,
Bilinmeyenler: o, (6 adet)

DENKLEMLER (6 adet)
1) Denge denklemieri (3) 2) Uyguniuk denklemleri (3)
Gaerilmeler igin tiretiimis
Oyt F=0 6 adet diferansiyel denklem
z (Ormek b‘cﬁﬂ)
| , (14 v)V?a, + 0,(o,+o,+a.)-0
x {Benzer 5 denklem daha vardw.)

ILUSKILER  Gerilmeler bulunduktan sonra:
> Gerinmeler; e, = é(a‘, — Aty 8;)  (veya Hooke kanunu ile)

> Yer degigticmeler: e, = %(u.,, +y,) den ontegre edilerek bulurur

>
NE ZAMAN KULLANILIR?
E & « Sinirda sadece gerilme (kuvvet) sartlan verilmigse uygundur.

* Uygunluk denklemleri karmasgik oldugu igin daha zordur.

AYNI FIZIKSEL PROBLEM
Farkh bilinmeyen kUmeleri secilerek
problem iki temel yaklagimia
cozulebilir,

@ Sinir gartlanna gore yontem segilir,
& Her Iki yontem de ayni sonucu verir,

& Uygunluk gartlan ya denkiem olarak |

{yéntem 1) ya da otomatik olarak
(ydntem 2) safjlane.

SINIR SARTLARl
(Problem tarumina goce)
* Gerilme (traction) sartlan
* Yer degigtirme sartlar
« Karma {mixed) sartlar

-

\ Y

( 2) YER DEGISTIRME FORMULASYONU (DISPLACEMENT FORMULATION)
Sadece yer degistirmeler bilinmeyen alirir.
Bilinmeyenler: u, (3 adet)
| DENKLEMLER (3 adet) |
Navier (Alan) Denklemleri -
(3 denklem) |~ SONRas! ILISKILER | -

g A+ plugy +F =0 (i=ryz2) } Yer degigtirmeler bukinduktan sonre:
Agihmi: 1 1) Gerinmeler:

& du 6«() <y 1
BV e+ (A4 mdz (n‘)r : 1’y FAy=9 ‘ Cij = 5(“!.1 ¥+ u)-v)
o v | e
| uV%0 + (A4 p) — ( +—+——)+F =0
' / 7,, G oy az) 2) Gerilmeler {Hooke):
i o e
WP+ () 5 (5 + ht ) =0 0y = ey, 8y + 2pe,

| NE ZAMAN KULLANILIR?
0 « Sinirda yer degistirme sartian varsa en uygunudur,

* Uyguniuk sartlan otomatik saglansr, daha pratiktir ve yaygen kullarule.

~




Superpozisyon Prensibi

 Bircok mihendislik probleminin ¢6zimunde superpozisyon
prensibi ¢ok kullanish bir aractir.

* Bu denklem sadece dogrusal denklemler ile ¢oziilen sistemler
uygulanabilir.

» Kiiciik deformasyon ve dogrusal elastik davranis varsayimi
altinda biitiin elastisite alan denklemler1 dogrusaldir.

» Superpozisyon Prensibi: Verilen bir problemde, {a};’. ¢}, u"}

ij

1) »
tamimll kiitle kuvveti F - ve yiizey kuvvetz Tr-] icin temel
(2) l 2)

elastisite denkleminin coztimii ve {GI, ' € L taniml kiitle
kuvveti F'”'ve ylizey kuvvetl T!'”l |<;|n temel elast|5|te
denklemznm ¢oziimii ise (0} + 07, r:*ﬁl.-]’ +e), u +u’) taniml

kiitle kuvveti i +F” ve yuzey Kuvveti T + 7 |(;|n temel
elastisite denkleminin ¢ozUmudar.



Bu prensibin uygulamasi gérmek icin Sekil 5-6’da gosterilen
kutle kuvveti bulunmayan 2-boyutlu duruma bakalim.

Iki eksenli karmasik yiikleme (1) + (2) durumunun ¢6zimu
basit ik1 ¢ozlimiin toplami olarak bulunabilir.

Bu stiperpozisyon prensinbinin yaygin bir kullanimadir.

et _ Lty

e - - S

- - -] SR

1 (@) = = (1) —™ 4 (2)

- - - -

) Tlllllw ] YR - JHH:
(o)) + 0, &, + &, Ul + 1) (o, &, u )

FIGURE 5-6 Two-dimensional superposition example.



Saint-Venant Prensibi

* Sekil 5-7°de gosterilen basing yiiklemesi altinda bulunan ti¢
0zdes dikdortgen elemana bakalim.

* Herbir problemde uygulanan bileske kuvvet (statik esdeger
olarak) ayni oldugundan mesnet yakin bolgede gerilme,

gerinme ve yer degistirme degerleri ayni olmasi beklenir.
PP PPP

p 2 2 333
11 4

(1) (2) (3)

s S,

FIGURE 5-7 Statically equivalent loadings.



* Bu davrams, Sekil 5-8’de gosterilen S* sinir1 lizerinde
herhangi bir T yiiklemesine sahip elastik bir cismi
diistinelim.

FIGURE 5-8 Saint-Venant concept.



Belirli bir yikleme S* sinir komsulugunda detayli ve duruma
ozel etkiler olusturur.

S™ sinirindan uzaktaki noktalarda gerilmeler yiiklemenin
gercek dagilimindan ziyade bileske kuvvet Fg’a baglidir.

Yiklemeye 0zel sinirda olusan gerilme, gerinme ve yer
degistirme alanlar1 sinirdan uzaklastik¢a yok olmaya
baslamaktadir.

Bu kavramalar Saint-Venant prensibini olusturur ve soylece
Ifade edilir;

Saint-Venant Prensibi: Statikce esit iki farkl yiik dagilimi ile
olusan gerilme, gerinme ve yer degistirme alanlari cismin
yiikleme noktalarindan uzak kisimlarinda yaklasik olarak

aynidtr.



* Bu prensipte gecen uzakta ve yaklasik olarak esit niteliksel
terimleri 1ki elastik alan arasindaki farkin sayisal tahminini
saglamaz.

* (Cozim, yiikleme sinirindan uzaktaki noktalarla
sinirlandirildiginda Saint-Venant prensibi verilen sinir sartlarini
statikce esit olan daha basit sartlara degistirmeye izin verir ve
¢Oziimiin sonucu degismez.

* Sinir sartlarinin basitlestirilmesi probleme analitik ¢oziim
bulma sansimizi artirmaktadir.



Genel Cozum Stratejileri

1. Direkt Method

* Bu yontem alan denklemlerinin veya Sekil 5-5’te verilen
gerilme ve/veya yer degistirme formiillerinin direkt
Integrasyonu ile ¢6zim belirlenir.

* Sinir sartlar1 kesinlikle saglanmalidir.

* Bu yontem matematiksel zorluklarla kars1 karsiya kaldigindan
geometrisi basit olan problemlerle ¢oziimii sinirlidir.



Ornek: Direkt Integrasyon Ornegi: Kendi Agirhg
alinda Cubugun Uzamasi

Sekil 5-9’da gosterilen prizmatik ¢ubuk kendi agirligi
altinda uzamaktadir.

AN ‘\X~~'?l>7>\.l\'\\.i~‘;\&\,‘ RRRNNRNN

A

FIGURE 5-9 Prismatic bar under self-weight.



Bu problemde kitle kuvvetleri F, = F, =0,F. = —pg. burada
p malzeme yogunlugu g 1se yer¢ekimi ivmesidir.
Alt kismin agirligindan dolayi her bir kesitte olusan sabit

yayil1 cekme gerilmesi olustugunu kabul edelim. Bu gerilme
dagilima;

Oy =0y =Ty =Ty = Tex = 0
Denge denklemlerti;
0.
—=—F, = pg
0z
Bu denklemin, z=0’da o¢,=0 sinir sart1 ile integral1 alindiginda

0,(2) = pgz sonucu elde edilir. Hooke kanunu kullanilarak
gerinmeler elde edilir.

18z vogz
EJ__:Fah e = e, = — Fs
E | E

Cry = €y = €y, =)



Yer degistirme degerleri, gerinme-yer degistirme degerlerinin
Integrali ile elde edilebilir.

Bu problemde sinir sart1 1se Sekil 5-9’daki A noktasinda
(x =y =0, z=1) sifir yer degistirme ve donme olmasidir.
Gerinme degerleri;

VPEXZ Vpgyz
U= —— V= ——
E E
’)\Q %) 2 P 9
W = -+ v(xT +vy) — /']
2E * '



Ters Metod

* Bu metotta temel alan denklemlerini saglayan belirli yer
degistirmeler veya gerilmeler secilir.

* Sonra bu ¢oziim alani 1le ¢oziilebilecek spesifik bir problemin
belirlenmesi 1¢in arama yapilir.

* Problemdeki biitiin sartlar1 saglayan ¢oziimu olusturabilecek
uygun problem geometrisi, sinir sartlar1 ve kiitle kuvvetlerinin
belirlenmesi anlamina gelir.

« Bu metodu kullanarak bazen belirlie bir problem ¢icn ¢ozimda
bulmak zor olabilir.



Ornek: Ters Metot Ornegi: Kiris Egilmesi

* Asagidaki gerilme alani verilen sifir kiitle kuvvetli elastisite
problemine bakalim.

f}-.ll. — A,T* f}-_l. — ﬂ'-_' — T.IL_L — T_I._' — T.'.'I. — E}
burada A bir sabittir. Bu basit dogrusal gerilme alan1 denge ve

uygunluk denklemleri saglar ve bu alan elastisite probleminin
¢cOzUmuddr.

e Soru bu gerilme alani ile hangi problemin ¢oziilebilecegidir.

* Bu soruyu cevaplamak i¢in yaygin diisiince bazi1 deneme
problemleri diisiinmek ve verilen gerilme alanini kullanarak
olusabilecek sinir sartlarinin gereklerini incelemektir.

« Sekil 5-10°da gosterilen 2-boyutlu dikdortgen probleme
bakalim



FIGURE 5-10 Pure bending problem.

* Her sinir yiiziindeki gerilmeler, {ist ve alt bolgede toplamda
sifir yuklemey1 ve sag ve sol taraftaki dogrusal normal gerilme
dagilimi olusturur.

* Bu cesit ylikleme basit egilme problemini olusturur ve sag ve
sol taraftaki yliklemeler net kuvvet olusturmadan sadece basit
egilme momenti olusturur.



Yarimm Ters Metodu

* Bu metotta yer degistirme ve/veya gerilme alani belirtilir ve
geriye kalan bilinmeyenler temal alan denklemleri (genellikle
direkt integral 1le) ve sinir sartlari ile belirlenir.

* Uygun yer degistirme ve/veya gerilme ¢O0ziim alanlarinin
kurulmasi yaklasik mukavemet teorisi onciiliiglinde
kurulabilir.

* Bu yaklasimin kullanisliligi Saint-Venant prensibi ile daha ha
1yilestirilir.

* Bu prensiple karmasik sinir sartlar statikce esdeger basit
dagilim ile degistirilebilir.



Ornek 5-2: Yar1 Ters Metot: Prizmatik cubuklarin

Burulmasi
* Asagida verilen yer degistirme alan1 burulma problemi i¢in
verilmistir.
U= —oyz, v=oxz, w=w(x,y)

burada a sabittir. Bu problemde, yer degistirme bilesenleri
olarak X vey olarak secilir ve z bileseni se¢ilen bu bu
bilesenlerin fonksiyonu olarak belirlentr.

» Gerinme- yer degistirme bagintilar1 ve Hooke kanunu
kullamlarak gerilme alan;



Bu gerilmeler, denge denklemlerinde kullanildiginda;

Fw  Ow

dxr Oyt

Elde edilen aslinda denklem bu durum icin Navier
denklemidir.

Bu sonug, tahmin edilen ¢6ziim formunun bilinmeyen kismini
belirlemek icin tek denklemi (Laplace denklemi) gdsterir.

Coziimiin bir kisminin tahmin edilmesi geriye kalan ¢0zilmesi
gereken denklemleri bliylik oranda basitlestirir.

Belirli bir problemin ¢6zimund tamamlamak icin X,y
diizlemindeki tanim araligi i1le uygun sinir sartlari
gerekmektedir.



